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e Une fois la recherche effectuée, cliquez sur 'ouvrage « Physique tout-en-un
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Lois générales
de 'électrocinétique 1
dans le cadre
de l'approximation
des régimes
quasi-stationnaires

Lélectrocinétique concerne I'étude du mouvement de particules chargées dans la
matiere sous 'action d’un champ électrique. Dans ce chapitre, on définit les notions
fondamentales comme le courant et la tension et on précise les lois générales de 1’élec-
tricité dans le cadre de I'approximation des régimes quasi-stationnaires.

1. Mouvement des porteurs de charges

1.1 Notion de charge électrique

Certains corps sont susceptibles d’accepter ou de perdre des particules chargées : on
dit qu’ils s’électrisent. On peut citer :

e le verre qui, frotté avec de la soie, perd des électrons,

e [’ébonite ou Pambre qui, frottés avec une fourrure (par exemple une peau de chat),
acquierent des électrons.

L’électrisation obéit a plusieurs lois qualitatives :

o les corps électrisés exercent des actions mécaniques : ils attirent par exemple des
objets 1égers comme des petits bouts de papier (c’est ce type d’expériences mettant
en évidence I’électrisation des corps qui a permis la découverte de 1’électricité des
I’ Antiquité),

e [’électrisation peut se transférer d’un corps a un autre,

e il existe deux types d’électrisation qui seront qualifiés conventionnellement de
positive et de négative,

e deux corps de méme type d’électrisation se repoussent tandis que deux corps de
type différent d’électrisation s’attirent,

e tout corps électrisé peut attirer un corps non électrisé.



Chapitre 1 — Lois générales de 1’électrocinétique dans I’ARQS

Ces résultats expérimentaux s’interprétent par la notion de charge électrique obtenue
grace aux travaux de Coulomb de 1785 et a la découverte de I’électron en 1881 par
Thomson. La charge électrique, qui caractérise le phénomene d’électrisation de la
charge élémentaire, est indissolublement liée a la matiere.

La charge électrique est une grandeur scalaire positive ou négative vérifiant les pro-
priétés suivantes.

a) Charge positive ou négative

Elle peut exister sous deux formes qu’on qualifie de positive et de négative. Le choix
de I’électron comme porteur d’une charge négative est purement conventionnel mais
admis de tous. Une charge sera donc positive si elle est attirée par un électron et
négative si elle est repoussée par ce dernier. Ceci permet de satisfaire les phénomenes
d’attraction et de répulsion observés expérimentalement.

b) Extensivité de la charge

La charge électrique est une grandeur extensive dans la méme acceptation que celle
qui sera adoptée en thermodynamique : la charge ne dépend que de I’état du systeme
et elle est égale a la somme algébrique des charges élémentaires qui la constituent.
On peut formuler cette définition en considérant un systéme formé de P'association
de deux sous-systemes, I'un de charge électrique qi, 'autre de charge électrique ¢».
La charge g du systeme est :

I=qate

c) Conservation de la charge

La charge électrique est une grandeur conservative au sens ou la charge électrique
totale d’un systéme isolé est constante au cours du temps.

Les variations de la charge d’un systéme ne sont donc dues qu’aux échanges avec
Pextérieur. Pour un systéme isolé, il n’y a ni création ni disparition de charges, sa
charge électrique ne varie pas.

d) Existence d'une charge élémentaire — Quantification de la charge

Les lois de I'électrolyse découvertes par Michael Faraday (1791-1862) s’interprétent
par I'existence d’une charge électrique élémentaire notée e qui vaut 1,6.1071 C ou
coulombs. Le coulomb est 'unité de charge.

L’ensemble des expériences qui ont été réalisées a ce jour indique que toute charge
électrique rencontrée dans la nature est un multiple entier de cette charge, ce qui
justifie le fait de parler de charge élémentaire :

q==xZe avec Z€ N
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Mouvement des porteurs de charges

On introduit ainsi la notion de quantification de la charge électrique : celle-ci ne
peut prendre qu’'un certain nombre de valeurs qui sont les multiples de la charge
¢élémentaire. Cette idée de la quantification de la charge électrique est apparue lors de
la découverte de la structure de 'atome. La charge élémentaire joue donc le role de
quantum pour les charges électriques.

» Remarque : A |'échelle macroscopique’', la charge apparait continue comme on le
verra dans le cours d’électromagnétisme.

e) Invariance de la charge

La charge électrique est invariante par changement de référentiel galiléen” : quel que
soit le référentiel dans lequel on se place, la charge a toujours les mémes caractéris-
tiques.

f) Convention de la charge

Le fait d’attribuer un signe + ou un signe - a une charge ou a un porteur de charge est
une pure convention mais il est important de s’y conformer afin que tout le monde
parle le méme langage.

1.2 Porteurs de charges

a) Rappel sur les atomes
La matiére est constituée d’atomes qui sont formés :

e d’un noyau comportant :
o des neutrons, particules non chargées, de masse m, = 1,675.10~% kg,

o des protons, particules chargées positivement par convention, leur charge
étant la valeur de la charge élémentaire ¢, = ¢ = 1,6.107'" C et de masse
m, = 1,673.107% kg,
e d'un cortége électronique constitué d’électrons qui sont des particules chargées
négativement par convention et dont la charge est en valeur absolue la charge
élémentaire ¢, = —e = —1,6.107 " C et de masse m, = 9,109.10 7! kg

Les atomes sont électriquement neutres : leur charge totale est nulle et il y a donc
autant de protons que d’électrons dans les atomes.

b) Conduction métallique

Les métaux sont des empilements réguliers d’atomes. La conduction métallique est
liée a D'existence d’électrons dits libres ou électrons de conduction. Le phénomeéne

1 . , . . , s
Cette notion d’échelle sera reprise dans le cours de thermodynamique et d’électromagnétisme.

2 - . -

“Voir cours de mécanique.
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s’explique dans le cadre de la théorie des bandes qui est hors programme. Il suffit
ici de savoir qu’en moyenne un atome du métal conducteur comme le cuivre libére
un électron de conduction. Ce dernier peut se déplacer’ au sein du métal entre les
différents atomes : il n’est pas lié a un atome d’ou le nom de libre qui leur est donné.
Les porteurs de charge dans un conducteur métallique sont les électrons libres.

c) Solutions électrolytiques

Les porteurs de charge sont dans ce cas les ions. Les atomes décrits précédemment
peuvent céder ou gagner des électrons : on parle d’ionisation de 'atome. Les ions ainsi
obtenus ont donc par définition une charge non nulle contrairement aux atomes.

On distingue deux types d’ions en fonction du signe de leur charge totale :

e les cations qui ont une charge positive, ce qui correspond a une perte d’électrons,
e les anions qui ont une charge négative, ce qui correspond a un gain d’électrons.
La charge des ions est un multiple de la charge élémentaire suivant le nombre d’élec-
trons qui ont été gagnés ou cédés.

Il convient de noter que la matiére est globalement neutre conformément au principe
de conservation de la charge. Le phénomeéne d’ionisation correspond a une modi-

fication de la répartition des charges mais il n’y a ni apparition ni disparition de
charges.

d) Plasmas

Les plasmas sont des gaz ionisés a haute température composés d’ions positifs et d’élec-
trons. Ces deux types de charges peuvent étre les porteurs de charge. Cependant, le
plus souvent, les ions sont considérés comme immobiles du fait de leur masse tres
supérieure a celle des électrons.

e) Semi-conducteurs

Ce type de matériau est tres particulier au niveau de la conduction. On ne s’intéresse
ici qu’a la nature des porteurs de charges.

On distingue deux types de porteurs majoritaires :

o les électrons dans le cas des semi-conducteurs dopés N,

e les « trous » qui correspondent a des lacunes d’électrons ou 4 un manque local
d’électrons autour de certains atomes dans le cas des semi-conducteurs dopés P.
Ces « trous » se comportent comme des charges pouvant se déplacer comme les
électrons : on aura donc un déplacement de charges positives.

3 , N . . , ,
Nous reverrons ce phénomene au chapitre sur le mouvement des particules chargées lors de 1'étude de

la loi d’Ohm.

6
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Le courant électrique

Globalement on a vu comme porteurs de charge :
e des électrons,

e des ions,

e des trous.

Nous allons maintenant nous intéresser a leur mouvement.

1.3 Mouvement d’'agitation thermique ou mouvement d’ensemble - courant
électrique

On verra dans le cours de thermodynamique que toute particule est soumise au phé-
nomene d’agitation thermique. Il s’agit d'un mouvement désordonné aléatoire qui
reste local : il n’y a pas de mouvement d’ensemble au sens ou les particules se dépla-
ceraient toutes de la méme maniére. Les porteurs de charges comme toute particule
microscopique sont soumis a ce type de mouvement.

A ce mouvement d’agitation thermique peut se superposer un mouvement d’en-
semble sous une action extérieure dont I'origine peut étre diverse : champ de gravita-
tion, champ électrique, etc. Sous cette action extérieure, toutes les particules subissent
la méme force et se déplacent par conséquent de la méme maniere. Lorsque les parti-
cules sont des porteurs de charges, leur mouvement d’ensemble provoque un dépla-
cement de charges électriques qu’on appelle courant électrique.

En électrocinétique, on ne considére cependant pas tous les courants électriques :
on ne s’intéresse qu’a ceux dont 'origine du mouvement d’ensemble est de nature
électrique. On se limite donc par la suite au cas ou les porteurs de charges sont mis en
mouvement sous 'action d’un champ électrique.

2. Le courant électrique
2.1 Définition
Soit un fil de section S quelconque. On soumet ce fil a 'action d’un champ électrique

extérieur orienté le long de ce fil. On admet arbitrairement que 'orientation du
champ électrique oriente le fil :

q<0 E q>0

B — e

orientation positive choisie

Figure 1.1 Définition du courant électrique.
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Sous laction du champ électrique extérieur, les porteurs de charges sont soumis a la

— — . , 5 ,
force f = qE etsont donc animés d’'un mouvement d’ensemble tel que :
o les charges positives se déplacent dans le sens du champ,
o les charges négatives dans le sens contraire.

Au sens défini précédemment, il existe un courant électrique auquel on s’intéresse en
électrocinétique.

On peut noter qu’un courant de charges négatives se déplacant dans un sens est équi-
valent 4 un courant de charges opposées se déplacant dans I'autre sens. Ainsi, dans une
électrolyse, puisque les cations et les anions ont des charges de signe opposé et qu’ils
se déplacent en sens opposé, les courants s’ajoutent au lieu de se compenser.

2.2 Sens conventionnel du courant

On a choisi le sens conventionnel du courant avant de découvrir qu’il est assuré par les
électrons libres dans les conducteurs métalliques, ce qui explique que le sens conven-
tionnel ne correspond pas a celui du déplacement des électrons. En effet, par conven-
tion, le sens du courant est le sens dans lequel se déplaceraient les charges
positives soumises au champ électrique extérieur. Une autre facon de le définir
consiste a dire que le sens conventionnel du courant est le sens inverse du mouvement
des électrons sous I'action d’un champ électrique extérieur.
L’avantage d’une telle convention est de ne pas avoir a connaitre la nature des charges
et notamment leur signe pour étudier le courant électrique qui en résulte. Il s’agit d'un
choix tout aussi conventionnel que celui de Iorientation des axes pour se repérer dans
Iespace.

déplacement des électrons

A B

i>0

sens du courant

déplacement des électrons
_—s

A B

L sens conventionnel

i<0

sens du courant
Figure 1.2 Sens conventionnel, sens du courant et déplacement des électrons.

2.3 Signe du courant

En mécanique, avant d’étudier un mouvement et de savoir si un mobile va se déplacer
vers la droite ou vers la gauche, on définit 'orientation des axes. C’est la méme chose

8
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Le courant électrique

en électricité pour le sens du courant. Avant d’effectuer tout calcul sur un circuit, on
ne sait pas a priori quel sera le sens du courant dans un fil donné. Il faut donc choisir
un sens arbitraire pour le courant. Par exemple, dans le cas précédent, si 'on ne sait
pas que le courant se déplace de B vers A, on peut choisir un sens positif du courant
de A vers B. On représente cette orientation avec une fleche (et éventuellement un
signe + a coté).

Avec ce choix, si effectivement le courant circule de A vers B, il est positif comme
sur la figure du haut, mais s’il circule de B vers A, il est négatif.

» Remarque : En réfléchissant avant un calcul, on peut parfois avoir une idée du sens
du courant dans un circuit simple, on préférera alors choisir le sens du courant dans le
sens attendu.

2.4 Intensité du courant

Soit un conducteur comme celui représenté sur la figure 2.1. On note S la section de
ce conducteur.

Entre t et t + 0t, la quantité de charges 8¢ traverse la section S du conducteur du
fait de Pexistence du courant électrique. La charge 8g est une grandeur algébrique
par rapport au sens positif choisi. Si des charges positives se déplacent effectivement
dans ce sens, 0q est positive ; si elles se déplacent effectivement dans le sens opposé au
sens positif conventionnellement choisi, 0q est négative. Inversement, si des charges
négatives se déplacent effectivement dans le sens positif conventionnellement choisi,
0q est négative ; si elles se déplacent effectivement dans le sens opposé au sens positif
conventionnellement choisi, 84 est positive.

On appelle intensité du courant électrique et on note i la quantité de charges traversant S
par unité de temps. Cela se traduit mathématiquement par : 8q = i8¢ soit :

._ 9
'St

L'unité de l'intensité est 'ampére et son symbole est A. L’ampeére est une des unités
de base du Systéme International. Cela correspond a des C.s™!. Sur le schéma d’un
circuit, on écrira i a coté de orientation conventionnelle choisie pour le fil considéré.

On notera que l'intensité i tout comme la charge électrique est une grandeur algé-
brique pouvant étre positive ou négative. Si elle est constante au cours du temps, on
dira que le courant est continu.

2.5 Quelques ordres de grandeur d'intensité

Pour avoir une idée des ordres de grandeur d’intensités utilisées par les appareils
domestiques, le lecteur pourra consulter les étiquettes de fusibles d’une installation
électrique.
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Ainsi les fusibles sont de 16 A pour les prises électriques de courant, de 32 A pour un
four ou des plaques électriques. Un chauffage de 1000 W consomme environ 5 A.

En électronique, les intensités d’entrée d’un circuit comme un amplificateur opéra-
tionnel sont inférieures (pour les plus récents) 3 1072 A, alors que le courant a la sortie
peut avoir une intensité allant jusqu’a 20 mA. Les alimentations continues d’appareils
électroniques peuvent délivrer des intensités de I'ordre de 'ampere.

Un T.G.V. consomme un courant de plusieurs centaines d’amperes (500 A en régime
de croisiére avec des pointes a 1000 A).

Lintensité dans les lignes de distribution électrique hautes tensions est de 'ordre de
1000 A.

Dans I'industrie, les ordres de grandeurs sont encore plus élevés. Dans les fours d’acie-
ries, I'intensité utilisée est de ’ordre de 10° A.

Les ordres de grandeur des intensités sont donc trés variés.

3. Tension et potentiel
3.1 Définitions

On appelle tension ou différence de potentiel la grandeur mesurée par un voltmétre entre
deux points A et B. Elle s’exprime en volt, de symbole V, en hommage au physicien
Volta (1745 - 1827).

On notera les tensions avec la lettre U et les potentiels avec la lettre 7. Ainsi la tension
Uyp entre deux points A et B d’un conducteur est égale a la différence de potentiel
entre ces deux points A et B :

Usp=V4— VB

Aux bornes d’un élément de circuit, U,

qu’on représente par un rectangle sur
la figure 1.3, on mesure une tension A B
U. On indique cette tension sur le
schéma par une fleche dont le sens est
trés important. En effet, il s’agit du
choix de l'orientation de la tension soit U,
U = Vg — Vygsoit Uy, = Vg — Vp.
Ce choix, comme celui de I'orientation
de l'intensité, est parfaitement arbitraire
mais permet de déterminer le point dont le potentiel est le plus élevé. Ainsisi Uy > 0
alors le point A a un potentiel plus élevé que le point B.

Figure 1.3 Représentation de la
tension.

10
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Loi des nceuds - loi des mailles

3.2 Masse ou référence de potentiel

La tension qu’on peut mesurer expérimentalement est une différence de potentiel
entre deux points. Aucun appareil ne permet d’accéder a la mesure du potentiel en
un point donné. Cela traduit expérimentalement le résultat, qu'on établira dans le
cours d’électrostatique, que le potentiel en un point est défini 3 une constante pres.

Pour fixer cette constante, on choisit arbitrairement une référence de potentiel nul,
qu’on appelle la masse. Ainsi si on choisit par exemple comme masse une borne de
Poscilloscope, ce dernier donne la tension entre ses deux bornes.

Pour des raisons de sécurité, on relie la carcasse des appareils a la Terre. Souvent
la Terre est également reliée a une borne de I'appareil : la masse est alors prise a la
Terre. Les appareils pour lesquels cette liaison n’existe pas sont dits a masse flottante. On
reviendra plus précisément sur ces deux notions dans le chapitre sur I'instrumentation

électrique.

masse Terre

Figure 1.4 Symboles de la masse et de la Terre.

» Remarque : On retiendra qu’on parle de la tension aux bornes d'un élément d'un
circuit et de I'intensité traversant un élément de circuit.

4. Loi des neeuds - loi des mailles

4.1 Terminologie des circuits

Avant d’étudier les circuits électriques,
on a besoin de définir quelques termes
relatifs a leur constitution.

e Un dipdle est un élément de circuit
relié au reste du circuit par deux
bornes.

e Une branche est un ensemble de

dipoles reliés par des fils de connexion
et disposés en série c’est-a-dire que
chaque borne d’un dipéle n’est reliée
qu’a un seul autre dipole.

Lensemble des éléments d’un circuit

Figure 1.5 Partie d’un circuit
électrique.

électrique est appelé un réseau.

11
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e Un nceud est un point ou se rejoignent au moins deux branches.
e Une muaille est un ensemble de branches se refermant sur elles-mémes.

Sur la figure 1.5, on a représenté une portion de circuit. Les fils dont une extrémité
est libre sur le schéma sont en fait reliés a une partie du réseau non représentée.

e AB, BC, CD, DE, EA, BF, FG, GH et HC sont des branches.
e A B, C,D,E, F, G et H sont des nceuds.
e ABCDEA, BFGHCB et ABFGHCDEA sont des mailles.

4.2 Régime continu ou variable

On dit qu’on est en régime continu lorsque toutes les grandeurs sont indépendantes du
temps ; ce sera notamment le cas des intensités et des tensions.

A contrario, on parle de régime variable quand les grandeurs dépendent du temps. Le
caractere variable peut avoir plusieurs origines possibles pouvant se combiner :

e modification des conditions extérieures faisant passer d’un régime continu a un
autre : on parlera alors de régime transitoire,

e conditions extérieures variables par exemple de type sinusoidales ou créneau : on
parlera alors de régime forcé,

e phénomene de propagation : comme la pression lors de la propagation d’une onde
sonore ou la lumiére (Cf. cours de terminale), les tensions et intensités se propagent
dans les conducteurs. Cela signifie que leur valeur dépend a la fois du temps et du
point considéré. La vitesse de propagation de l'intensité et de la tension est celle
de la lumiére dans le vide i savoir ¢ = 3.10® m.s™!. La durée de propagation dans
un fil conducteur ou dans un circuit de longueur L peut s’estimer par : 7 = % La
durée 7 est le temps caractéristique du phénomeéne de propagation de I'intensité et
de la tension dans le circuit considéré.

4.3 Approximation des régimes quasi-stationnaires ou ARQS

Dans un circuit en régime continu, il n’y a pas d’accumulation de charges : 'intensité
est donc la méme en tout point d’une branche.

La mesure de l'intensité dans une branche avec un ampéremetre ne dépend alors pas
de la position de l'appareil le long de la branche.

Cette propriété reste valable en régime variable si on peut négliger les phénomeénes
de propagation. Cela revient a considérer que le temps de propagation est tres petit
devant le temps caractéristique du régime variable. La propagation sera assimilable a
un processus instantané et I'intensité dans une branche sera la méme en tout point
a un instant donné. On dit qu’on travaille alors dans 'approximation des régimes quasi-
stationnaires encore notée A.R.Q.S.. On parle également de régimes quasi-permanents
au lieu de régimes quasi-stationnaires.

12



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit
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Dans la suite, on considére que les conditions de cette approximation sont réalisées.
Sa justification sera traitée dans le cours de deuxieéme année : on verra que pour
des circuits de taille raisonnable c’est-a-dire de longueur inférieure 4 un metre et
des fréquences inférieures a quelques mégahertz, les conditions de 'A.R.Q.S. sont

1
obtenues. En effet, 7 = — = 3108 ~ 10 %set T = = < 107%s. On a donc bien
¢ .

7 < T, condition permettant de négliger les phénomenes de propagation.

. I
. 2
i

Dans 'A.R.Q.S., lintensité est la méme en tout point !
I

4.4 Loi des neeuds

d’une branche du circuit. Cela signifie qu’il n’y a pas

d’accumulation de charges en un point du circuit.
Ainsi, pendant un intervalle de temps df, il repart autant
de charges d’'un nceud qu’il en arrive.

. N .. . i
Soit N un nceud ou se rejoignent trois conducteurs ?

(Cf. figure 1.6).

On note avec des majuscules les vraies intensités et avec
des minuscules les intensités algébriques choisies pour
étudier le phénomene.

Figure 1.6 Nceud
a trois branches.

Pendant I'intervalle de temps dt, il arrive la charge dg, en N :
dqa = (11 + 12) dt

et il repart dg,, telle que :
dq, = L dt

Ainsi puisqu’il n’y a pas d’accumulation de charges :
dg,=dq, = L+tL=5 (1.1)
Or avec les définitions des différentes intensités (Cf. figure 1.6), on peut écrire :
i =h, = —Dh, i3 =—1I
En reportant ces relations dans I'expression (1.1), on trouve :

ih—ip+i3 =0 (1.2)

Cette relation, qui porte le nom de loi des neeuds, se généralise au cas ou n branches
arrivent sur le nceud N, sous la forme suivante :

D ey =0 (1.3)

13
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avec €, = 1 si I'intensité i, est orientée vers le nceud N et €, = —1 si 'intensité i;, est
orientée depuis le nceud N.

4.5 Loi des mailles

Soit la maille de la figure 1.7.

Figure 1.7 Maille a cing branches.

On choisit un sens positif représenté par la fleche en pointillés. Sachant que la diffé-
rence de potentiel entre le point A et lui-méme est nulle, on peut écrire en introdui-
sant les potentiels des autres points de la maille :

Vy—Va=0 = V=TV +Ve—Vp+tVp—Vec+Ve—Vp+Vp—V,4=0
Si on remplace les différences de potentiel par les tensions, avec :
U =Vg—Vy, Uy=Vg—Ve, U3=Vc—Vp, U =Vg—Vp et Us=TV1—T1%
on obtient la loi suivante :

U —-U,—U+U,+Us =0 (1.4)

Cette loi, qui porte le nom de loi des mailles, se généralise a n tensions (n branches sur
une maille) :

n
E €U, =0 (1.5)
k=1
avec €, = 1 si la tension U, est dans le sens positif choisi et €, = —1 si la tension Uj,

est dans le sens opposé au sens positif choisi.

14
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Notion de dipdles

5. Notion de dipdles

On appelle dipdle électrocinétique ou tout dipole
simplement dipdle tout systeme relié a

un circuit électrique extérieur par deux borne 1 I——‘—] borne 2
bornes.

Quand on insére ce dipdle dans un cir- Figure 1.8 Définition d'un dipéle.

cuit, une intensité électrique traverse en

général ce dipole et une tension s’installe a ses bornes. On précisera ultérieurement
les conditions permettant un tel fonctionnement du dipdle.

6. Puissance - dipoles récepteurs et générateurs

6.1 Définition de la puissance

Soit un dipdle parcouru par un courant

d’intensité i(f) et aux bornes duquel on a A i(;t) B

une tension u(f) = V4 — Vp.

On notera que du fait de la non accumu- u(r)
lation de charges, I'intensité du courant Figure 1.9 Convention pour la
entrant dans le dipole et celle du courant définition de la puissance.

sortant du dipdle sont les mémes.

La puissance instantanée est par définition la quantité :
P(t) = u(®) i)

Si on est en régime continu alors intensité et tension ne dépendent pas du temps et
on peut écrire :

P=ui

6.2 Récepteurs et générateurs

Dans ce qui précede, on a décidé arbitrairement que le courant allait conventionnel-
lement de A vers B (ce qui revient a dire dans la démonstration donnée en notes que
A est Pentrée et B la sortie). D’autre part, on a défini la tension par :

u = VA—VB

'Cette expression peut se justifier de la maniére suivante en utilisant des résultats qui seront vus ulté-
rieurement. Entre ¢ et t+dt, la charge entrant dans le dipole est dg = idt. On verra dans le cours
d’électrostatique que I'énergie apportée ou cédée en un point s’écrit 1’dg ot I est le potentiel en ce
point. Si on suppose que A est « entrée » du dipdle et B sa « sortie » alors ’énergie apportée est 14dq
et 'énergie cédée est I/pdg, soit une variation d’énergie du dipdle : dE = V4dq — Vgdq = udq, ou
encore dE = wuidt. La puissance étant définie comme 1’énergie recue par unité de temps, on en déduit
I'expression de la puissance.

15



Chapitre 1 — Lois générales de 1’électrocinétique dans I’ARQS

soit une orientation de la tension opposée a celle de 'intensité.
Or il convient de noter les deux points importants suivants.

e L’intensité et la tension sont des grandeurs algébriques, elles peuvent étre positives
ou négatives suivant que l'orientation effective correspond ou non a 'orientation
conventionnelle choisie, celle-ci étant choisie arbitrairement.

o Il existe deux possibilités d’orientations relatives de la tension et de 'intensité : de
méme sens ou de sens opposé.

Ces deux orientations relatives conduisent a deux conventions possibles :

o la convention récepteur ou I'intensité i et !
la tension u sont choisies de sens opposé I:|
(c’est celle qu'on a adoptée au paragraphe
précédent),

u

Figure 1.10 Convention récepteur.

o la convention générateur ou 'intensité i et !

. / . .
la tension u' sont choisies de méme sens. H—‘ '7

La définition de la puissance permet de u
donner une signification aux termes géné-
rateur et récepteur utilisés ici.

u

En convention ré r, on éfini 1 . .
conventio ccepteur, on a de a Figure 1.11 Convention

puissance recue par le dipole par : générateur.
P(1) = u(r) i(r)

Dans ce cas, si u(f) et i(f) sont positifs (cela correspond a I'adéquation du sens réel
du courant et de la tension avec le sens conventionnel choisi), la puissance regue est
positive. Le dipdle est donc bien un récepteur : ce qu’on définit comme recu lest
effectivement au sens ou la quantité est positive.

A contrario, si u(f) et i(f) ne sont pas de méme signe (ce qui signifie que 'une ou
lautre des quantités n’a pas une orientation conforme a la convention choisie) alors
la puissance recue définie dans le cadre de la convention récepteur est négative. Le
dipodle se comporte comme un générateur qui fournit de la puissance au circuit.

Passer en convention générateur revient, par exemple, a inverser le sens conventionnel
pour la tension et A considérer la tension o/ (f) telle que u'(f) = —u(f). Dans ce cas, la
puissance

Put) = o (0)i(7)
16
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correspond a 'opposé de la puissance recue utilisée précédemment. Il s’agit donc
d’une puissance cédée qui sera effectivement positive lorsqu’il y aura diminution de
Iénergie.

On peut résumer ces résultats par le tableau suivant :

Convention récepteur Convention générateur
puissance recue P(f) = u(f) i(f) | puissance recue P(f) = —u/(f) i(r)
puissance cédée P.(f) = —u(t) i(f) | puissance cédée P.(f) = u'(f) i(t)

Lorsqu’on parle de puissance ou d’énergie, il est donc absolument nécessaire de :

e préciser la convention utilisée et donc l'orientation relative des tensions et des
courants,

e préciser son caractére recu ou cédé.

L'unité de la puissance est le watt, de symbole W, homogene a des joules par secondes.
Il est a noter qu’au lieu d’utiliser le joule pour mesurer la consommation élec-
trique, E.D.F. établit ses factures en kilowatt.heure, de symbole kW.h, ce qui cor-
respond 2 une quantité d’énergie. L’équivalent en joules d’'un kilowatt.heure est
1 kW.h = 1000 x 3600 = 3,6 MJ.

17



Circuits linéaires
dans l'approximation
des régimes
quasi-stationnaires

Dans ce chapitre, on étudie les circuits linéaires c’est-a-dire ne comportant que des
dipdles linéaires. On explicite la modélisation de quelques dipdles usuels en préci-
sant leurs regles d’association ainsi que leur propriétés énergétiques. Quelques outils
permettant de déterminer les intensités et les tensions d’un circuit sont également
précisés.

1. Dipoles linéaires

On dit qu’un dipdle est linéaire si la tension a ses bornes u(f) et I'intensité qui le traverse
i(f) sont liées par une équation différentielle linéaire a coefficients constants.

Le cas le plus simple est une relation affine entre I'intensité i et la tension u :
u=ai+pf
On verra que c’est le cas des résistors de résistance R.
Sil'intensité et/ou la tension varie en fonction des dérivées de 'une ou l'autre de ces
grandeurs, il faut une équation diftérentielle qui est souvent du premier ordre :
du di
aj— +tagu+by— + boi = f(¢
dt dt 0
en notant f(f) une fonction du temps indépendante de la tension u et de I'intensité i
et aj, ap, by et by des constantes. On verra au cours des paragraphes suivants que c’est
le cas des bobines d’inductance L et des condensateurs de capacité C.
On peut généraliser cette définition sous la forme suivante :
K L ,
Z dku i b dll f(t)
A= E =7 =
drk df!
k=0 =1
avec f(t) indépendant de u et de i et V(k, [), a; et b; constants.
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Résistor de résistance R

2. Reésistor de résistance R

2.1 Représentation

Ce dipole est schématisé en convention récepteur par :

Figure 2.1 Symbole d'une résistance.

2.2 Caractéristique

Il s’agit du dipdle qui vérifie la loi d’Ohm en convention récepteur :
u=Ri

R est appelé résistance, elle est positive et s’exprime en ohms, de symbole ). On peut
également définir la conductance G comme 'inverse de la résistance :

G s’exprime en 7! ou en siemens, de symbole S. En convention récepteur, la loi
d’Ohm s’écrit ausst :
i= Gu

On peut représenter cette relation en tragant 'intensité i traversant le résistor en fonc-
tion de la tension a ses bornes (on dit qu’on trace la caractéristique courant-tension
du résistor) :

Figure 2.2 Caractéristique courant-tension d’'un résistor en convention récepteur.
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2.3 Association en série

Cette association consiste a placer les dipoles de telle sorte que la méme intensité
traverse les dipoles :

. R1 . R2
1 1
U [2%)
u

Figure 2.3 Association en série de deux résistors.

On en déduit que la tension aux bornes de 'ensemble est la somme des tensions aux
bornes de chaque dipodle :
u=u +u

On peut généraliser ce résultat au cas de N dipoles :

i Ry i Ry i Ry Ry i
— — eeeeeeeeeeees o
uq Up us UN
u

Figure 2.4 Association en série de résistors.

Les N dipdles sont en série si une méme intensité traverse tous les dipdles :

La tension aux bornes de 'ensemble est la somme des tensions aux bornes de chaque
dipole :
M:M1+M2+...+HN

Dans le cas ou les dipodles sont des résistors de résistance Ry, Ry, ..., Ry :

M:R1i+R2i+...+R[\ri:(R]+R2+...+R]\7)i

L’association en série de résistors de résistance Ry, R», ..., Ry est donc un résistor
de résistance

R:R1+R2+...+RN
ou de conductance G telle que :

1 1 1 1

— =t — ...
G G G Gy

20
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2.4 Association en paralléle
Cette association correspond au cas ou les deux dipoles ont méme tension a leurs

bornes, selon le schéma suivant :

Rl 1'1

R,

1
L

u

Figure 2.5 Association en paralléle de deux résistors.

On en déduit que l'intensité entrant ou sortant de ’association parallele est la somme
des intensités traversant chaque dipdle :

i=i +i
On peut généraliser ce résultat au cas de N dipdles :

i Ry

1
| —

i3 R

in Ry

Figure 2.6 Association en paralléle de résistors.
Les N dipoles sont en parallele si la tension aux bornes de tous les dipdles est la méme :
UG = Uy = ...=UuUN—1u
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Lintensité entrant ou sortant de l'association paralléle est la somme des intensités

traversant chaque dipdle :
i:i1+i2+...+iN

On notera que ce dernier résultat est tout simplement la loi des nceuds.

Dans le cas ou les dipoles sont des résistors de conductance Gy, Go, ..., Gy :

i= G1u+G2u+...+GNu:(G1+G2+‘..+GN)u

L’association en paralléle de résistors de conductance Gy, Gy, ..., Gy est donc un
résistor de conductance

G:G1+G2+...+GN

ou de résistance R telle que :

1 1 1 1
— = —+ — 4. —
R R R, Ry

2.5 Puissance dissipée dans un résistor

En convention récepteur, la loi1 d’Ohm s’écrit u(f) = Ri(f), la puissance recue peut
donc se mettre sous la forme :

P =Ri ou P = 2.1)

| S

E) La puissance regue par un résistor est toujours positive : un résistor se comporte toujours en
récepteur.

e
—_

2
Lénergie recue entre les instants f et ¢ + df est donc : W = Ri?dt = Edt et entre f

[} 2
W:/ Riz(t)dt:/ w0
f i R

Pour terminer le calcul, il faudrait connaitre les expressions de i(f) et u(f).

et

En pratique, cette énergie est dissipée sous forme de transfert thermique : il s’agit de
Peftet Joule.
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3. Bobine dinductance L

3.1 Bobine et auto-induction

Une bobine est constituée d’un enroulement de spires conductrices.

On reverra dans le cours de deuxiéme année que le phénomene dit d’auto-induction
crée aux bornes d’une bobine une tension u lorsque le courant d’intensité i qui la
traverse varie au cours du temps. La traduction mathématique de ce phénomene est
la relation suivante entre u et i en convention récepteur :
Ldi
u=L—
dt
L est appelée inductance et s’exprime en henry, de symbole H. On la représente en
convention récepteur par :

L
7YY

u

Figure 2.7 Symbole d'une inductance.

Si on utilise la convention générateur, on a alors la relation
, di
w=—u=—L—
dt

Ce phénomene a déja été vu en termes de force électromotrice dans les classes anté-
rieures. Ici le seul point qui importe est la relation entre intensité et tension ; elle sera
admise et on n’étudiera pas davantage le phénomene.

2) En régime continu, i est une constante et la relation précédente implique que u = 0 : la
—_ bobine constitue alors un court-circuit.

On verra dans le chapitre sur U'instrumentation électrique que la modélisation d’une
bobine réelle nécessite de tenir compte d’une résistance interne due aux enroulements.

3.2 Energie emmagasinée dans une bobine d'inductance L
En convention récepteur, la relation tension - courant s’écrit pour une bobine d’in-

di )
ductance L : u = La. La puissance recue se met alors sous la forme :

P = u(f)i(f) = L%i(t) = % GLE)
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Sachant que la puissance est la dérivée de I’énergie par rapport au temps, 'expression
précédente fait apparaitre I'énergie instantanée d’une bobine d’inductance L, ¢’est-a-
dire présente dans la bobine a un instant donné :

1
E=—L".
2

L’énergie recue entre deux instants # et f, est donc :

W—/tZd L2 ar= |12 tz—lL'Z(t) 1L'2(t)—E(t) E(#)
I TR A -l B T A :

t

L’énergie est une fonction continue du temps c’est-d-dire qu’elle ne peut pas appa-
raitre subitement. On déduit de la relation précédente que ’intensité parcourant
une bobine est une fonction continue du temps.

La puissance recue par une bobine peut changer de signe au cours du temps.

Si E diminue (donc si |i| diminue), P est négative : la bobine céde effectivement de
I'énergie a I'extérieur et se comporte comme un générateur.

En revanche, si E augmente, P est positive : la bobine recoit effectivement de 1’éner-
gie de I'extérieur et se comporte comme un récepteur.

3.3 Complément : association en série
On a vu que I'association en série de dipoles vérifiait :
u=u +uy+...+uy,

les dipoles étant parcourus par la méme intensité i. Pour le cas ou les dipoles sont des
bobines d’inductances Ly, Lo, ..., Ly :

LYY Y (L + Ly + +L)di
u=1L— —+... — = e N —
TRT Nar N dr
L’association en série de bobines d’inductances L, L,, ..., Ly est donc une bobine

d’inductance :
L:L1+L2+...+LN

On retrouve la méme loi d’association que pour les résistances.

3.4 Complément : association en paralléle

On a vu que l'association en paralléle vérifiait :

l':l'1+l'2+...+l'N}
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les dipoles ayant la méme tension a leurs bornes. Pour le cas ou les dipdles sont des
bobines d’inductances Ly, L,, ..., Ly :

diy di> din
=Li—=L,—=...=Ly—
! Vdr > dr T
ori=1i +iy+...+iydonc:
di_%_i_%_i_ +diN

de  dr de T dr

soit : )
di u u

dt L, L, 7 Ly

L’association en paralléle de bobines d’inductances est donc une bobine inductance L

telle que :

1 1 1 1
= —+—+..t—

L L L Ln

On retrouve les mémes lois d’association en paralléle que celles obtenues pour des
résistances.

4. Condensateur de capacité C

4.1 Condensateur

Les condensateurs sont des composants constitués de :
e deux conducteurs qui se font face et sont appelés armatures,
e un matériau isolant, le diélectrique, situé entre les deux armatures.

IIs peuvent étre de plusieurs formes : plan, cylindrique, etc.
armatures —
diélectrique ‘.

Condensateur plan l

Condensateur cylindrique

Figure 2.8 Structure d’'un condensateur.
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En électricité, on utilise la plupart du temps des condensateurs plans enroulés pour
des raisons de gain de place'.

L'une des armatures porte une charge ¢ tandis que l'autre porte une charge —¢q. La
modélisation la plus simple des condensateurs est celle d’une capacité C.

4.2 Définition et représentation d'une capacité

Une capacité C est caractérisée par la relation” entre la charge q et la tension appliquée
aux bornes u :

q=Cu

On la représente par :

Figure 2.9 Symbole d’'une capacité.

On notera I'importance du sens choisi pour I'intensité i par rapport a la position des
charges g et —g : I'intensité i arrive sur 'armature de charge +g4.

Les capacités sont exprimées en farads, de symbole F.

4.3 Relation tension - intensité

Darrivée d’un courant i sur une armature provoque une variation dg de la charge
de Parmature et donc une variation —dq sur l'autre pour assurer la conservation de
la charge au niveau du composant. Un courant d’intensité i partira de la seconde
armature méme si les charges ne traversent pas physiquement 'isolant. On obtient
bien un dipdle au sens ou cela a été introduit.

Pendant 'intervalle de temps dt, il arrive une charge 0q = idt sur 'armature de charge
+q et il repart §¢' = —idt sur 'armature de charge —¢q. Or la conservation de la charge
de la premiére armature se traduit par :

q(t+di) = qt) + 6q = q(t) + idt

'l existe des condensateurs chimiques d’utilisation différente : ils ne fonctionnent que dans un seul sens,
ils sont dits polarisés.
“Cette relation sera établie dans le cours d’électromagnétisme.
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d
Or, au premier ordre en df, q(t + df) = ¢(f) + d—ctldt. On en déduit :

._dq
i=—=
dt
ou q est la charge de 'armature qui voit arriver le courant d’intensité i.

Comme g = Cu, on peut en déduire la relation

,_Cdu
ST

entre I'intensité i parcourant le condensateur et la tension u a ses bornes.

2) En régime continu, la tension aux bornes du condensateur est constante et l'intensité du
—' courant est donc nulle : i = 0. Par conséquent, un condensateur se comporte en régime
continu comme un interrupteur ouvert.

4.4 Energie emmagasinée dans un condensateur de capacité C
En convention récepteur, la relation tension - courant s’écrit pour un condensateur de

: du .
capacité C : i = C—. La puissance regue par le condensateur se met sous la forme :

dt
du d (/1
P = u@)i(t) = u() C— = — | = Cu?
i) = u0C5 =+ (5
Comme dans le cas de la bobine, I'expression précédente fait apparaitre ’énergie ins-
tantanée d’un condensateur de capacité C, c’est-a-dire présente dans le condensateur
a un instant donné : {
E= -Cu’.
2

L’énergie recue entre deux instants f; et £, est donc :

W—/tZd Lo ) de = 1C2t2—1C2(t) 1C2(t)—E(t) E(t)
AR TAC A il R - e

Lénergie est une grandeur continue dans le temps. De I'expression de 1’énergie ins-
tantanée, on déduit que la tension aux bornes d’un condensateur de capacité
C est une fonction continue du temps ainsi que la charge qui lui est pro-
portionnelle. Il s’agit du méme raisonnement que celui qui a permis d’établir que
I'intensité traversant une bobine d’inductance L est continue.

La puissance regue par un condensateur peut changer de signe au cours du temps.
Si E diminue (donc si |u| diminue), P est négative : le condensateur céde effective-
ment de I'énergie a Uextérieur et se comporte comme un générateur. En revanche,
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si E augmente, P est positive : le condensateur recoit effectivement de I’énergie de
Pextérieur et se comporte comme un récepteur.

4.5 Complément : association en série
On a vu que 'association en série vérifiait :
u=u +uy+...+upN,

les dipoles étant parcourus par le méme courant. Pour le cas ou les dipdles sont des
condensateurs de capacités Cy et C; :

( Cdm
i = haatts
Vs

duz
=C—
T
duz

= Cnv—
T

Oru=u +u+ ...+ uy, donc:

du  duy N duy N N dun

dr At dr T d
Soit :
du i i i 1 1 1 )
_——t—+ ..+ — = —+ —+ .. .+ — )i
dt C (@) Cn C (@) Cn
L’association en série de condensateurs de capacités Cy, C,, ..., Cy est un condensa-
teur de capacité C telle que :
1 1 1 1
— = — =
cC C G Cn

L’association en série de capacités est donc analogue a celle des conductances.

4.6 Complément : association en paralléle

On a vu que 'association en paralléle vérifiait :
i=i+ir+t...+iN,

les dipdles ayant méme tension a leurs bornes. Pour le cas ou les dipoles sont des

condensateurs de capacités Cy, Cy, ..., Cy :
, Cdu_'_cdu+ +Cdu (C+ Gy + +C)du
i=C— —+ ... — = ... ;
Vdr > dr Nar ! 2 N a
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Lassociation en paralléle de condensateurs de capacités Cy, Cy, ..., Cy est donc un
condensateur de capacité C :

C:C1+C2+...+CN

Elle est donc analogue a 'association en paralléles des conductances.

5. Sources de tension et de courant - Modéles de Thévenin et de
Norton

5.1 Source de tension

On appelle source de tension un dispositif idéal qui impose une diftérence de potentiel
constante aux bornes du circuit auquel il est relié, quelle que soit I'intensité du courant
qui le traverse.

Sa représentation en convention générateur et sa caractéristique sont les suivantes :

e —

Figure 2.10 Symbole et caractéristique d’'une source idéale de tension.

En eftet, la tension est indépendante de I'intensité du courant parcourant le circuit
par définition méme du composant. On parle également de force électromotrice de la
source, soit f.e.m. en abrégé, ou de tension a vide (la tension étant la méme pour tout
courant, ¢’est notamment celle correspondant au cas i = 0 qui est la tension a vide
par définition).

» Remarque : |l faudra donc porter une attention particuliere a ce type de dipdles car
si la tension a ses bornes est connue, il n‘en est rien de l'intensité qui le traverse : elle
peut a priori prendre toutes les valeurs possibles.
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5.2 Sources de courant
On appelle source de courant un i
dispositif idéal qui débite un

courant d’intensité constante I I

dans le circuit auquel il est i
relié quelle que soit la tension ( )

a ses bornes et ce indépendam-

ment du circuit”.

Son symbole en convention

générateur et sa caractéris-
tique sont représentés sur la Figure 2.11 Symbole et caractéristique d’'une
figure 2.11. source idéale de courant.

La grandeur Iy est appelée courant de court-circuit : elle est indépendante du circuit
qui peut étre n’importe quel dispositif et en particulier un fil de connexion créant
un court-circuit. On utilise aussi 'expression courant électromoteur ou c.e.m. par
analogie aux sources de tension.

» Remarque : la valeur de I'intensité est indépendante de la valeur de la tension : la
donnée de I'intensité ne fixe pas celle de la tension. La tension peut prendre n’importe
quelle valeur.

5.3 Modéle de Thévenin

Le plus souvent, la caractéristique tension-courant des générateurs a I'allure suivante
(on a choisi ici de représenter u en fonction de i pour que la pente de la droite soit
homogene en valeur absolue a celle d’une résistance) :

"
\ pente —R
i générateur E /
e B
u i

Figure 2.12 Caractéristique générale d'un dipdle linéaire.

3 . . , .
Il s’agit du « dual » pour le courant des sources de tension. On aura des résultats analogues en inversant
tension et courant, on parle alors de dualité.
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Il s’agit de la caractéristique d’un dipdle linéaire dont I’équation peut s’écrire :
u=E—Ri (2.2)

On peut alors modéliser ce dipdle par une source de tension idéale et une résistance
en série :

Figure 2.13 Modéle de Thévenin d'un dipéle linéaire.

En effet, en convention générateur, la tension # aux bornes du dipdle et la f.e.m.
E sont de méme sens et la relation entre intensité et tension pour une résistance en
convention générateur est # = —RjJ soit par association en série ¥ = E — Ri.

D’autres choix sont possibles, par exemple :

u=—E—Ri

ou

Figure 2.15 Autre modéle de Thévenin d'un dipéle linéaire.

Il s’agit du modele dit modéle de Thévenin. On appelle force électromotrice du géné-
rateur la grandeur E et résistance interne la grandeur R.
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5.4 Modéle de Norton

La caractéristique précédente est également la courbe d’équation
i=———u (2.3)

Cela correspond a la relation :
i= IO — Gu
1

avec [y = — et G = —.
R R

Il est donc possible de considérer une deuxieme modélisation du générateur :

R

1
|

Iy

_

Figure 2.16 Modéle de Norton d'un dipéle linéaire.

I1 s’agit du modele dit modéle de Norton qui est I'association en paralléle d’une source
idéale de courant, de courant de court-circuit I, et d’une résistance R avec

I ==
"7 R

5.5 Transformation Thévenin - Norton

On a modélisé dans les deux paragraphes précédents un méme dipodle linéaire en
exploitant différemment I'équation de sa caractéristique. On obtient ainsi ’équiva-
lence des deux modélisations de Thévenin et de Norton :

Modéle de Norton Modéle de Thévenin

conductance G résistance R

courant de court-circuit I = R force électromotrice E = RI,

1
i:IO—Eu:IO—Gu u=FE—Ri
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Les représentations de Thévenin et de Norton d’un dipdle linéaire ainsi que le passage
de I'une a l'autre sont basés sur la linéarité de la relation entre la tension aux bornes du
dipole et I'intensité du courant qui le traverse : elles s’appliquent donc a tout dipdle
linéaire, c’est-a-dire a tout dipdle dont la relation entre u et i est de la forme (2.2)
ou (2.3).

6. Lois de Kirchhoff

On englobe sous le nom de lois de Kirchhoff deux types d’expressions permettant de
calculer soit les intensités dans toutes les branches du circuit considéré, soit toutes
les tensions entre les nceuds du circuit. La premiére méthode est appelée méthode des
mailles, la seconde méthode des nceuds.

Dans la suite du paragraphe, on développe ces méthodes sur des exemples simples
avant de donner une procédure plus générale.

Ces méthodes deviennent vite fastidieuses au fur et 2 mesure que le nombre de mailles
augmente. On limitera leur utilisation aux cas de circuits a faible nombre de
mailles.

6.1 Méthode des mailles

Les inconnues recherchées sont les i b R,
intensités dans toutes les branches du cir- is —

cuit. Dans ce cas, il faut transformer tous

les générateurs en modeéle de Thévenin I T@ D Ry D R <> T E
puis appliquer des lois des mailles.

On considere le circuit de la figure 2.17,

les inconnues sont les intensités iy, ir et Figure 2.17 Circuit initial.
i3 qu'on cherche a exprimer en fonction

des résistances R, R; et Ry ainsi que de V 1
la force électromotrice E et du courant Ri ii i R,
de court-circuit 1. 1 (-

La premiere étape consiste a transformer '3

le modele de Norton du générateur en RyI T C) (1) R D |26 @()T E
modéle de Thévenin équivalent, ce qui

donne le schéma de la figure 2.18.

On écrit ensuite les lois des mailles rela- Figure 2.18 Circuit aprés
tives aux mailles (1) et (2) en prenant les transformation du %enerateur de
courant.

sens positifs indiqués sur la figure 2.18 :

E/—V1—I/3:O
3 —=1Vo—E=0
ou E' = RyI
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Chapitre 2 — Circuits linéaires dans I’ARQS

» Remarque : Le circuit comporte en fait trois mailles : (1), (2) et la maille globale
contenant £, E, Ry et R,. Si on écrit la loi des mailles relative & cette derniére, on peut
facilement se convaincre que I'équation obtenue n’apporte pas d'information supplé-
mentaire : il s'agit de la somme des deux relations précédentes. On n'a donc que deux
mailles indépendantes sur les trois.

La loi d’Ohm appliquée aux résistors donne les relations suivantes :

1 = Ryiy
5> = Rsis
V3 == —Rl3

Le signe « — » de la derniére relation est d(i au fait que R est en convention générateur.
Finalement on doit résoudre le systéme :

Ryiy — Ris =F'

A . (2.4)
Rzlz + Rl3 =—E

On ne dispose alors que de deux équations pour trois inconnues : il manque une
relation qui sera obtenue en écrivant la loi des nceuds :

I3 =1p —ij (2.5)
Finalement, en reportant I’expression de i3 dans (2.4), on obtient :

(R1 + R)l1 - R12 == El

—Rij + (R, + R)iy = —E (2:6)
La résolution de ce systéeme donne :
, —RE+ (R, + R)E
l =
"7 RiR, + RiR + RyR
(2.7)

_ —(R{ + R)E+ RFE
" RyR, + RIR + RyR

On ne doit jamais avoir de différence au dénominateur, sinon ce dernier pourrait s’annuler
pour un choix ad’hoc des résistances : les intensités deviendraient alors infinies, ce qui n'a pas
de sens physigue.

On peut tirer une loi générale du systeme (2.6) obtenu. On remarque qu’on compte
positivement les f.e.m. lorsqu’elles sont dans le sens positif choisi et négativement
dans le cas contraire. De méme, on compte positivement les courants quand ils sont
dans le sens positif choisi et négativement dans le cas contraire. On peut résumer ceci
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Lois de Kirchhoff

par I'équation suivante, pour une maille contenant N générateurs de f.e.m. E; et L
résistors de résistances Ry, parcourues par les intensités iy, :

N L
D€l = Y Re mi (2.8)
j=1

k=1
avec :
e ¢, = 1 i E; est dans le sens positif choisi et € = —1 sinon,
o u, = 1sii, est dans le sens positif choisi et pp = —1 sinon.

Récapitulatif des différentes étapes :

e On transforme tous les générateurs en modele de Thévenin et on représente le
circuit avec toutes les orientations conventionnelles des intensités.

e On écrit une équation du type (2.8) pour toutes les mailles indépendantes. En
effet, comme on I’a vu sur le circuit de la figure 2.18, si le circuit possede M
mailles, seules (M — 1) sont indépendantes. On notera qu’il faut que chaque
branche intervienne dans au moins une équation de mailles et que, pour assu-
rer 'indépendance des équations, il suffit d’avoir une branche dont on n’a pas
encore tenu compte a chaque nouvelle équation des mailles écrite.

e On écrit les lois des noeuds reliant les intensités de maniére a n’avoir plus que le
nombre d’inconnues correspondant au nombre d’équations

e On résout le systeme d’équations.

6.2 Méthode des neeuds

Les inconnues sont les potentiels des nceuds ou les tensions par rapport a un nceud
de référence (en général la masse du circuit). Dans ce cas, il faut transformer tous les
générateurs indépendants en modeéle de Norton puis appliquer des lois des nceuds.

On considére le circuit de la figure 2.19, les inconnues sont les tensions 17,, 173 et
/23 qu’on cherche a exprimer en fonction des résistances Ry, R, et R3 ainsi que de la
force électromotrice E et des courants de court-circuit I et J.

Figure 2.19 (Circuit initial.
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Chapitre 2 — Circuits linéaires dans I’ARQS

On remarque que seules deux de ces trois tensions sont indépendantes puisque
Vio = Viz — Vs,

La premicére étape consiste a transformer le modele de Thévenin du générateur en
modele de Norton équivalent, ce qui donne le schéma de la figure 2.20.

12
M i \ n (2
Py KZE @
R
R] LT ’ RZ

Figure 2.20 Circuit aprés transformation du générateur de tension.

On écrit ensuite les lois des noeuds aux noeuds (1) et (2) en tenant compte des conven-
tions générateur et récepteur utilisées :

i1 =]+ G1V13 =K — G3V12
p=K-GlVp=]—-Glax
en notant Gy, G et Gs les conductances correspondant aux résistances Ry, Ry et Rj3

E
et K = — (Cf. figure 2.21).
R3

» Remarque : Le circuit comporte en fait 3 nceuds (1), (2) et (3). On peut facilement
se convaincre que I'égquation obtenue en écrivant la loi des nceuds au nceud (3) s'ob-
tient en sommant les deux équations précédentes, elle n'apporte pas de renseignement
supplémentaire.

Comme Vi, = V13 — V53, on en déduit finalement :

I+ K= (G +G)Vi3 — GV
(2.9)
J—K=-GlV;3+ (G + G;) Va3
La résolution de systéme donne :
Ve — (G + Gy)I + GiJ] + LK
BT UGG+ GG+ GGy .10
Gl + (G + G3)] — GiIK ’
V3 =

GG+ GG+ GGy
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Diviseurs de tension et de courant

Comme pour la méthode des mailles, on ne doit jamais avoir de différence au dénominateur,
sinon ce dernier pourrait s'annuler pour un choix ad’hoc des conductances : les tensions
deviendraient alors infinies, ce qui n'a pas de sens physique.

On peut tirer une loi générale du systeme (2.9) obtenu. On remarque qu’on compte
positivement les c.e.m. lorsqu’ils sont dirigés vers le nceud considéré et négativement
dans le cas contraire. De méme, on compte positivement les tensions quand elles ont la
pointe de la fleche vers le noeud choisi et négativement dans le cas contraire. On peut
résumer ceci par I’équation suivante, pour un nceud auquel sont reliés N générateurs
de c.e.m. I; et L conductances G, soumises aux tensions 1 :

N
d el => Guuli (2.11)

j=1 k=1
avec :
e € = 1sijest vers le nceud et €, = —1 sinon,
o = 1si V) estversle nceud et w, = —1 sinon.

Récapitulatif des différentes étapes :

e On transforme tous les générateurs en modele de Norton et on représente
le circuit avec toutes les orientations conventionnelles des tensions et des
intensités.

e On écrit une équation du type (2.11) pour tous les nceuds indépendants.
En effet, comme on l'a vu sur lexemple du circuit 2.20, si le circuit
possede N noceuds, seuls (N — 1) sont indépendants. On notera qu’il faut
que chaque dipdle intervienne dans au moins une équation des nceuds et
que, pour assurer 'indépendance des équations, il suffit d’avoir un dipole
dont on n’a pas encore tenu compte a chaque nouvelle équation des nceuds
écrite.

e On écrit les lois des mailles reliant les tensions de maniére a n’avoir plus que
le nombre d’inconnues correspondant au nombre d’équations.

e On résout le systeme d’équations.

7. Diviseurs de tension et de courant

On s’intéresse dans ce paragraphe aux diviseurs de tension et de courant, deux types
de circuits souvent présents dans les circuits.
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Chapitre 2 — Circuits linéaires dans I’ARQS

7.1 Diviseur de tension

La structure de base du diviseur de tension est "
donnée par le montage de la figure 2.21 : on
soumet ’association en série de deux résistors
a une tension I/, et on cherche la tension aux i R,
bornes de I'un d’entre eux.
Les expressions des ten51.ons en fonction du v, R, D Vs
courant parcourant les résistors sont :
V1 == R1l
V5 = Ryi . ..
2 2 Figure 2.21 Diviseur de
V, = (Ry + Ry)i tension.

En faisant le rapport des expressions, on trouve :

Ry R,
= 1y V=2, 2.12)
R, + R,

|14
R, + R,

Les tensions I} et I/> sont des fractions de la tension totale 1/, ce qui explique la
dénomination « diviseur de tension » donnée a ce circuit. Le rapport de la tension aux
bornes d’une résistance a la tension totale est égal au rapport de la résistance considérée
a la résistance totale.

Ce résultat est généralisable a plus de deux résistors en série : pour N résistors en série
soumis a la tension totale 1/,, la tension 1V}, aux bornes du résistor de résistance Ry, est :

Ry,

=
DR
j=1

Vi v, (2.13)

» Deux remarques importantes :

e |l faut faire attention a appliquer correctement la formule du diviseur de tension
notamment quand on a des associations de résistances en paralléle dans le circuit.
Par exemple, pour le circuit de la figure 2.22, le calcul de la tension V nécessite de

. . . RV,
tenir compte du fait que Ry et R, ne sont pas en série : on n‘aura pas V = ﬁ
1+ R
. . RoR ,
Il faut remplacer R, et R3 par leur résistance équivalente Req = F 2 3R pour pouvoir
2+

3
appliquer la relation du diviseur de tension a Ry et Reg :

Reg

R
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Diviseurs de tension et de courant

, L1 I
i .
R1 ! R‘I

A | 2 R R

Figure 2.22 Diviseur de tension Figure 2.23 Schéma équivalent a un
sur une charge. diviseur de tension sur une charge.

e |l faut également faire attention aux sens des orientations des tensions.

7.2 Diviseur de courant

La structure de base du diviseur de courant est donnée par le montage de la figure
2.24 : on soumet 'association en parallele de deux résistors a un courant d’intensité
totale i et on cherche l'intensité parcourant I'un d’entre eux.

LRI

i i

Figure 2.24 Diviseur de courant.

En utilisant les conductances G; = R et G, = R on peut écrire les relations
. 1 2
suivantes :
=GV
=GV

i= (G +G)V
En faisant le rapport des expressions, on trouve :

Gy , G
et

- = ——2 (2.14)
G+ G G+ G

i

Les intensités i1 et i sont des fractions de 'intensité totale i, ce qui explique la dénomi-
nation « diviseur de courant » donnée a ce circuit. Le rapport de I'intensité parcourant
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Chapitre 2 — Circuits linéaires dans I’ARQS

une conductance a lintensité totale est égal au rapport de la conductance considérée
a la conductance totale.

Ce résultat est généralisable a plus de deux résistors en paralléle : pour N résistors en
paralléle soumis a 'intensité totale i, 'intensité i, dans le résistor de conductance Gy

est : G,
B = —% (2.15)

» Deux remarques importantes

e |l faut faire attention a appliquer correctement la formule du diviseur de courant
notamment quand on a des associations de résistances en série dans le circuit.

e |l faut également faire attention a I'orientation des intensités.

8. Utilisation de l'équivalence entre les modéles
de Thévenin et de Norton

On considere le circuit de la figure 2.25 et on cherche a calculer 'intensité du courant
qui traverse la résistance R,. Sur cet exemple, on va montrer I'efficacité de la méthode
utilisant I’équivalence des modeles de Norton et de Thévenin pour simplifier un
circuit et en déterminer un modele équivalent.

On cherche donc un modeéle de Thévenin équivalent a la partie gauche du circuit
entre les points A et B de la figure 2.25. On note qu’il ne faut surtout pas toucher la
résistance R,.

A

RO OMOMG
SRIJ R[] R[] R

TJe

Figure 2.25 Circuit initial.

La regle a suivre, comme pour les méthodes des mailles ou des nceuds, est de
transformer les générateurs en modele de Thévenin (E, r) s’ils sont en série et en
modele de Norton (ig, ¢) s’ils sont en paralléles.
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Utilisation de 1’équivalence entre les modeles de Thévenin et de Norton

Ici tous les générateurs sont en paralléle ; on détermine donc leur modéle de Norton,

soit :

Mod¢éle de Thévenin

Mod¢le de Norton

(Eo, 8R)

(E1, 4R)

(E2, 2R)

Le circuit obtenu est celui de la figure 2.26.

Ey E

8H] 5rI© ] RIO X

B

Figure 2.26 Transformation des générateurs en modéles de Norton.

Puisque tous les dipoles sont en paralléle,
on ajoute les courants de court-circuit et
les conductances pour obtenir le modele de
Norton équivalent a ensemble du circuit :

. Ey, E A E E3

10tot:_+_+_+_

’ 8R 4R 2R R
1 1 1 1 15
Go=cgt—t+t—+—=—
S8R 4R 2R R S8R

On obtient le modéle de Thévenin équi-
valent a I'ensemble du circuit (Cf. figure
2.27) en écrivant :

0, tot 1

B —
' Gee 15

== _(EO + 2E1 + 4E2 + 8E3)

A

Er|(D

K]

Figure 2.27 Modéle de Thévenin
équivalent au circuit.

1 8
=R
Geor 15

et Rp= (2.16)
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Il est alors aisé de calculer le courant cir- A
culant dans la résistance R, : il suffit d’ap- i
pliquer une seule loi des mailles. Ainsi :
, Er (Ey + 2E; + 4E, + 8E3) ‘O:wfl @ H Ry R,
l = =

R+ R, 8R + 15R, ,

i

Il aurait été bien plus difficile de cher- .
cher a calculer ce courant directement B
a partir du schéma de la figure 2.25 en Figure 2.28 Modéle de Norton
appliquant les lois de Kirchhoft. équivalent au circuit.

» Remarque : Pour calculer l'intensité du courant dans la résistance R, la derniere
étape n'est pas indispensable. En effet, a partir du modéle de Norton du dipble AB et
d’un diviseur de courant, on obtient directement :

1
G R. | Fo + 2Fy +4F, + 8F
= e = e (B 4 26 4 4E, 4 86y = 02T AR B
Ge + Gror T T58R 8R + 15R,

+
R. " 8R

On trouve bien évidemment le méme résultat.
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A. Applications directes du cours

D Résistance variable et source idéale de tension

On branche en paralléle avec un appareil quelconque une résistance variable R et une source
idéale de tension.

1. Comment varie la tension aux bornes de appareil quand on fait varier R ?
2. Méme question pour I'intensité du courant qui le traverse.

3. Que deviennent ces variations si la source n’est plus idéale ?

D Associations de dipdles - Utilisation de la caractéristique

Soit un dipdle qu’on suppose caractérisé par une relation u = f(i). La courbe représentative de
cette relation est appelée caractéristique.

1. On considére que le dipdle est représenté en convention générateur. Indiquer en justifiant
la réponse si le dipdle fonctionne en générateur ou en récepteur suivant le quadrant du plan
donnant la tension u en fonction de I'intensité i dans lequel se trouve le point de la caractéris-
tique.

2. Méme question si le dipole est en convention récepteur.

3. Soient deux dipdles Dy et Dy, le premier de caractéristique 4 = E — Ri en convention
générateur et le second de caractéristique 1 = E’ — R’i en convention générateur. On relie
ces deux dipdles et on note u la tension a leurs bornes et i I'intensité les traversant. Peut-on
utiliser pour les deux dipdles une unique convention ? Justifier la réponse.

On prendra dans la suite E=3,0V, E' =6,0V,R=1,0kQ et R’ = 6,0 k().

4. On suppose dans cette question que D; est en convention générateur et D, en convention
récepteur.

a) Déterminer graphiquement puis par le calcul la tension u et I'intensité i.
b) Préciser le caractére générateur ou récepteur de chacun des deux dipoles.
5. On inverse les bornes du dipdle Ds.

a) Quelles en sont les conséquences pour 'équation de la caractéristique de ce dipole ainsi
que pour la convention utilisée pour ce dernier ?

b) Déterminer graphiquement puis par le calcul la tension u et U'intensité i.

c) Préciser le caractére générateur ou récepteur de chacun des deux dipoles.

43
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B Calcul de la résistance d’un circuit

On considere le circuit de la figure ci-dessous, chaque fil de liaison a une résistance R. Déter-
miner la résistance totale entre les points A et B puis entre les points C et D.

A

B

Figure 2.29

D Résistance équivalente

On considére le montage de la figure ci-dessous. Déterminer U'expression de R’ en fonction
de R pour que la résistance entre A et B soit égale a R.

A
L 1
R

R R’

R
B-
| I

Figure 2.30

B Détermination d’une intensité par différentes méthodes

On veut déterminer I'intensité parcourant la résistance R3 du circuit ci-apres a partir de plu-
sieurs méthodes :

1. en appliquant des transformations successives entre générateurs de Thévenin et de Norton,
2. en utilisant le théoréeme de superposition :
a) Calculer l'intensité i; dans Rj lorsque seule la source idéale de tension E; est allumée.

b) En déduire en analysant les symeétries et les analogies les intensités i, lorsque seule la source
idéale de tension Es5 est allumée.

c) Retrouver le résultat déja obtenu par les autres méthodes.
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R3

Ril] ] &
sl D1 =

Figure 2.31

B Résolution par équivalence entre modéles de Thévenin et de Norton

Déterminer l'intensité du courant circulant dans la résistance R du montage suivant en appli-
quant les équivalences entre modéles de Thévenin et de Norton.

o) Ot g .
SAN

E;

Figure 2.32

A Circuit en continu, d’aprés CCP-DEUG 2006

On considere le circuit de la figure ci-dessous. On veut calculer l'intensité i du courant circu-
lant entre A et B.

e € i
e S [
R R
e B

Figure 2.33
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1. Effectuer le calcul avec la méthode des noeuds (transformer les modéles de Thévenin en
modéles de Norton puis appliquer la loi des noeuds).

2. Effectuer le calcul en déterminant le modele de Norton du circuit a gauche de AB (circuit
moins la résistance 2R). Utiliser les transformations et associations de générateurs.

3. Effectuer le calcul en déterminant le modele de Thévenin du circuit 3 gauche de AB
(circuit moins la résistance 2R). Utiliser les transformations et associations de générateurs.

4. Effectuer le calcul en utilisant le théoréeme de superposition sans utiliser les transformations
de générateur.

B Autre circuit en continu

On consideére le circuit de la figure ci-dessous. On veut calculer I'intensité i du courant circu-
lant entre A et B.

A
i R,
1O X
te
R1 R2
| S T
B
Figure 2.34

1. Déterminer le modeéle de Thévenin et le modéle de Norton équivalent au circuit entre A
et B en I'absence de R par transformations et associations de générateurs.

2. Déterminer l'intensité du courant dans R.

B. Exercices et problémes
D Modélisation simple d’un céble coaxial, d’aprés CCP-DEUG 2006

Un cible coaxial peut étre modélisé par un circuit Ay A,, constitué d’une chaine de n
modules identiques comportant chacun trois résistors (résistances respectives R/2, 2R et R/2)
(figures 2.35 et 2.36).

Un dipole résistor X; X5, de résistance 2R, est branché en parallele a I'extrémité de la chaine.

1 module 2 modules

Figure 2.35 Figure 2.36
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1. Le dipdle est équivalent a un résistor.

a) Exprimer, en fonction de R, la résistance équivalente R, dans le cas d’une chaine ne
comportant qu'un seul module (figure 2.35).

b) Méme question pour la résistance Rp, dans le cas d’une chaine 3 n = 2 modules

(figure 2.36).
c) En déduire, sur le méme principe, la résistance équivalente R, d’une chaine a n modules.
2. Le dipole A1 A, est alimenté par un générateur de f.e.m. constante 1y = Vi — V.

a) Déterminer, en fonction de 1 et R, la tension V] = Vx; — V2, aux bornes du résistor
X1X5, dans le cas d’une chaine ne comportant qu'un seul module (figure 2.35).

b) Meéme question pour la tension V5, dans le cas d’une chalne a n = 2 modules (figure 2.36).
c) En déduire, sur le méme principe, la tension V/, dans le cas d’une chaine a n modules.

d) En déduire la valeur V5 pour une chaine de longueur infinie (n — 00).

B Transformation triangle-étoile

On considere deux circuits : le circuit triangle (figure 2.37) et le circuit étoile (figure 2.38).
On souhaite trouver les relations entre les triplets de résistances (Rj,R>,R3) et (R4,Rp,R¢)
pour que, vus de extérieur, ces deux circuits aient le méme comportement, c¢’est-a-dire que
les tensions Vg, Ve, Vica et les courants iy, ip et ic soient les mémes dans les deux cas.

VBC VB C

Figure 2.37 Figure 2.38

On se place dans des cas particuliers, en admettant que, grice au théoréme de superposition,
les résultats trouvés seront valables dans tous les cas.

1. Expression de (R4,Rp,R¢) en fonction de (R{,R»,R3).

a) On se place dans le cas ou iy = 0, ip # 0 et ic # 0. Représenter les deux circuits
équivalents. Par association de résistances, déterminer une relation entre Rp, Rc¢ et (R1,Rz,R3).
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b) On se place dans le cas ot iy # 0, ip = 0 et ic # 0. Déterminer une relation entre R4,
RC et (R] ,Rz,Rjz,).

¢) On se place dans le cas ot iy # 0, i # 0 et ic = 0. Déterminer une relation entre Ry,
RB et (R1 ,Rz,R3).

d) En déduire R4, Rp, et R¢ en fonction de (R1,R5,R3).
2. Expression de (G;,G,,G3) en fonction de (G4,Gp,Gc).

On note G; la conductance du résistor de résistance R;.

a) On se place dans le cas ou Vyp = 0, Vpc # 0 et Vg # 0. Représenter les deux
circuits équivalents. Par association de conductances déterminer une relation entre G, Gs et
(G4,Gg,Go).

b) On se place dans le cas ot Vyp # 0, Ve = 0 et Vcq # 0. Déterminer une relation entre
Gi, G et (Ga,Gp,Go).

c) On se place dans le cas ou Vyp # 0, Ve # 0 et Vg = 0. Déterminer une relation entre

Gi, Gy et (G4,Gp,Go).
d) En déduire Gy, G;, Gj en fonction de (G4,Gp,Gc).

3. En utilisant la transformation établie précédemment, déterminer la valeur R pour avoir
I’équivalence entre les deux montages suivants :

Montage 1 Montage 2

Figure 2.39

B Comparaison de deux tensions

1. Rappels théoriques :

a) Qu’appelle-t-on lois de Kirchhoff?

b) Définir une source idéale de courant.

c) Rappeler le schéma de principe d’un pont diviseur de tension.

d) Etablir la relation du pont diviseur de tension.
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2. Méthode d’opposition :

R1 —X RZ
A ¢ 3§

g 1O IE Dle

Figure 2.40

a) On considére le circuit représenté ci-dessus. On notera I; 'intensité du courant traversant
Ry — x et I, celle du courant traversant R,. Peut-on appliquer la relation du pont diviseur de
tension pour déterminer la tension aux bornes de x ? Justifier la réponse.

b) On cherche a calculer toutes les intensités du circuit. Montrer qu’il suffit de résoudre un
systeme de deux équations a deux inconnues pour cela.

c) Ecrire ce systéme en prenant I; et I, comme inconnues.
d) Le résoudre.

e) En déduire l'intensité dans x.
. : b
f) On regle la valeur de x pour que I soit nulle. Que vaut alors le rapport o ?
1
g) Justifier qu’on puisse comparer deux tensions a I'aide de ce dispositif.

h) Que pensez-vous de son utilisation lorsque les tensions sont trés différentes ?
3. Meéthode du diviseur série-paralléle :

On dispose de N résistances R; pour i = 1,2, .., N.

a) On les associe dans un premier temps en paralléle. Etablir I'expression de la résistance
équivalente a cette association.

b) On place cette association aux bornes d’une source idéale de courant dont on note I le
courant de court-circuit. On ajuste la valeur de I, pour que la différence de potentiel aux
bornes de 'association de résistances soit égale a la tension 1 et que ’ensemble ne débite pas
de courant. Exprimer dans ce cas Ij en fonction des R; et de 1.

c) On associe dans un second temps les résistances en série. Etablir 'expression de la résistance
équivalente a cette association.

d) On place I'ensemble aux bornes de la source idéale de courant Iy dont on ne change
pas la valeur. Exprimer la tension 1/, aux bornes des résistances en fonction de 1 et des
résistances R;.

. |40 .
e) Exprimer le rapport 7, B fonction des R;.
1

. A Vo
f) On suppose que toutes les résistances ont la méme valeur R. Que vaut alors le rapport 7 ?
1
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g) On suppose que 17 est de I'ordre de 1 V. Comment doit-on choisir le nombre N de
résistances si Vp est de 'ordre de 10* V' ?

h) En réalité, les résistances ne sont pas rigoureusement égales 2 R. Pour tenir compte de cet
écart, on suppose que R; = R + 6R; avec 6R; < R. On note dR la valeur maximale des

, X 16 .
écarts. Donner un encadrement a 1'ordre le plus bas de 7. o fonction de 0R, R et N. On
1

1
rappelle que ~ 1 — x quand x tend vers 0.
1+x

i) En déduire I’erreur maximale commise en ne tenant pas compte des écarts 6R; dans I'ex-
pression du rapport des tensions.

j) Expliquer en quoi l'utilisation d’un tel dispositif est intéressante.

B Convertisseur numeérique analogique

Un convertisseur numérique analogique délivre une tension continue U proportionnelle a un
nombre décimal N qu’on écrit en base 2.

Dans ce probléme, on suppose que 0 < N < 15 et que N = 2 + 2'ay + 2%a, + 23as.

On utilise pour cette conversion un réseau R — 2R et quatre interrupteurs Ky, K, K et Kj
reliés chacun a une source idéale de courant (de courant a vide Iy). On notera a;ly le courant
délivré avec a; = 0 si interrupteur K est ouvert et a; = 1 si U'interrupteur K; est fermé.

Le montage est le suivant :

1O 4O 1O o

A
I — I — I—
L f L f I
R R R

R[}w =l]]o ]| = |jom ]

Figure 2.41
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On suppose dans un premier temps que seul Kj est fermé. Montrer que le montage est

alors équivalent a :

| )

| o 2]

Figure 2.42

On donnera I'expression de x en fonction de R.

2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.
9.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

En déduire I'expression de la tension U,y en fonction de R, a3 et I.
On suppose maintenant que seul K; est fermé. Donner le nouveau montage équivalent.
Exprimer U, en fonction de R, a5 et Ij.
Déterminer la relation entre U, et Ugyy.
En déduire I'expression de la tension U,y en fonction de R, a; et I.
On suppose maintenant que seul Kj est fermé. Donner le nouveau montage équivalent.
Exprimer Uj en fonction de R, a; et Ij.
Déterminer la relation entre U; et Us.
En déduire celle entre U; et Ugyy.
En déduire 'expression de la tension Uy, en fonction de R, a; et I.
On suppose maintenant que seul K est fermé. Donner le nouveau montage équivalent.
Exprimer Uj en fonction de R, q; et I.
Déterminer la relation entre Uy et Uj.
En déduire celle entre Uy et Uygyy.

En déduire 'expression de la tension Uyys en fonction de R, a; et L.
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17. Lorsque tous les interrupteurs peuvent étre fermés, déterminer 'expression de Uygys en
fonction de R, I et des coefficients a;.

18. Montrer qu’on peut ’écrire sous la forme :

_ Rl

UAA/I (2061() + 21 a + 22612 + 23613)

19. Quelle est la valeur minimale de Uy, ?
20. Quelle est la plus petite variation possible de Uy ?

21. Quelle est la valeur maximale de Ugy; ?
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Circuits linéaires
soumis a un eéchelon de
tension

Dans ce chapitre, on étudie les circuits linéaires R, C série, R, L série et R, L, C série
soumis a un échelon de tension, c’est-a-dire au régime transitoire de ces circuits entre
deux régimes continus. Pour cette étude, on reste dans le cadre de 'approximation des
régimes quasi-stationnaires, a savoir qu’on néglige tout phénomene de propagation.

1. Définitions
1.1 Régime continu ou variable

On rappelle que le régime continu correspond au fonctionnement d’'un circuit
lorsque toutes les intensités et toutes les tensions du circuit sont indépendantes du
temps : toutes les grandeurs électriques sont des constantes par rapport au temps. Cela
sous-entend qu’aucun parameétre des sources n’est modifié.

Par opposition, on parle de régime variable quand intensités et tensions varient au
cours du temps.

1.2 Régime permanent

On appelle régime permanent le fonctionnement ou les caractéristiques des intensités
et des tensions ne varient pas au cours du temps. Cela englobe le régime continu
qui est un régime permanent mais ce n’est pas le seul type de régime permanent. On
verra en deuxiéme période que les signaux sinusoidaux correspondent également a des
régimes permanents. Il sera donc nécessaire de bien distinguer un régime permanent
d’un régime continu et de ne pas faire d’amalgame entre ces deux notions.
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1.3 Régime transitoire

Cependant il est rare qu'un phénomene dure toute I’éternité : il y a un instant ou
par exemple on allume les sources. On peut donc passer d’un régime permanent a un
autre.

On appelle régime transitoire le régime durant lequel on passe d’un régime permanent
a un autre.

Cest par exemple ce qui se passe a I’établissement ou a I'arrét d’une source de cou-
rant ou de tension. Il s’agit d’'un régime temporaire par opposition aux précédents
régimes. Malgré son caractere éphémere, il est cependant d’une grande importance.
Il peut en effet se produire des phénomeénes tres brefs durant lesquels intensité et/ou
tension risquent de prendre des valeurs tres grandes, ce qui risque d’endommager les
composants en les soumettant a des contraintes en dehors de leur domaine de fonc-
tionnement.

On s’intéresse donc dans ce chapitre a ce type de régime sur le cas simple des circuits
électriques linéaires ne comprenant que des résistors, des bobines, des condensateurs
et des générateurs modélisables a 'aide des modeles de Thévenin ou de Norton.

1.4 Echelon de tension ou de courant

On s’intéresse en particulier au passage brusque d’un régime continu a un autre régime
continu. Cela correspond a la réponse du systeme qu’on appelle un échelon de tension
ou de courant.

échelons de tension échelons de courant
u i
E
1 11
L — )
t t
u i
Eq [y e ) [ R
E,
t L t

Figure 3.1 Echelons de tension et de courant.

Un échelon de tension (respectivement de courant) est le passage brusque d’une ten-
sion continue (respectivement d’'un courant continu) a une autre tension continue
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(respectivement a un autre courant continu). Le laps de temps pour passer de 'un a
Pautre est infinitésimal.

On se limite dans la suite aux échelons de tension.

2. Circuits du premier ordre

2.1 Equation différentielle du circuit R, C

On considére le circuit constitué d’un résistor de résistance R en série avec un conden-
sateur de capacité C, I'ensemble étant soumis a une tension e(f) :

Figure 3.2 Circuit R, C.

On cherche a déterminer expression de I'intensité i(f) et de la tension u(f).
La loi des mailles donne :
e=Ri+u

Or la relation entre I'intensité traversant un condensateur et la tension a ses bornes
s’écrit :

) Cdu
i=C—
dt
On obtient alors ’équation différentielle suivante :
du 1 1
— + —u=——-c°
dt  RC RC
soit
du Ln_e 5.1)
d 7 7 )

en posant 7 = RC.

Il s’agit d’une équation différentielle du premier ordre a coefficients constants dont la
solution s’écrit comme la somme :

e de la solution générale de I’équation homogene associée (c’est-a-dire a second
membre nul),

e d’une solution particuliere.
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On verra dans ce chapitre les solutions particuliéres correspondant au cas ou le second
membre est constant au cours du temps. En deuxiéme période, on s’intéressera aux
solutions particulieres dans le cas des régimes sinusoidaux forcés. Dans tous les cas, les
solutions particulieres décrivent le régime permanent.

On s’intéresse dans un premier temps 4 la solution générale de I'équation homogene
associée qui traduit le régime libre.

2.2 Régime libre

On appelle régime libre 1a réponse d’un systeme en I'absence d’excitation. En pratique,
Pexpression de cette réponse est la solution de 1'équation différentielle homogene
associée a savoir de I’équation différentielle a second membre nul.

En reprenant 'exemple donné au paragraphe précédent, cette solution s’écrit :

t
u = Ujexp (——)
T

ou U est une constante a déterminer a partir des conditions initiales.

2.3 Charge et décharge d'un condensateur

On s’intéresse maintenant a la réponse a un échelon de tension.

a) Charge d'un condensateur

On suppose tout d’abord que e(f) passe d’'une valeur O pour ¢t < 0 3 une valeur E pour
t> 0.

On doit tenir compte ici a la fois :
e du régime libre décrit par la solution générale de I’équation homogene associée,

e du régime permanent donné par u = E dont on vérifie qu’elle est bien une solution
particuliere de I'équation différentielle.

La constante Uy qui a été introduite dans I'expression de la solution correspondant au
régime libre doit étre déterminée a partir de la solution générale de I’équation diffé-
rentielle (3.1) c’est-a-dire de la somme de la solution générale de I’équation homogene
associée et d’une solution particuliére décrivant le régime permanent.

On utilise alors la propriété importante que la tension d’un condensateur est une
fonction continue du temps. On a justifié cette propriété lors de ’étude éner-
gétique d’une capacité par le fait que 1’énergie stockée dans un condensateur est
proportionnelle au carré de sa charge ou de la tension a ses bornes et qu'une dis-
continuité de I'énergie correspondrait a une puissance infinie, ce qui n’a pas de réalité
physique. Alors en supposant que le condensateur est initialement déchargé, on a :

56



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

Circuits du premier ordre

u(0) = Uy + E = 0 soit Uy = —E et finalement la solution s’écrit :

)

Lintensité peut s’en déduire :

) du 1 t E t
1:C—:CE><fexp<—f>:—ex (——)
dt T T R T

Les allures de la tension et de 'intensité en fonction du temps sont donc :

u /
/

/

/

/

/

7

i
ki
'
i
'
'
P
i
Y4
'
'
'
'
'
'
'
'

'
5
p

t

T

=t

Figure 3.3 Charge d'un condensateur.

On peut noter que la tension aux bornes du condensateur tend vers une valeur limite
E de facon exponentielle.

D’autre part, I'intensité présente une discontinuité en t = O : elle passe de la valeur 0 a
la valeur %. Physiquement, cette discontinuité peut s’expliquer par la structure méme
des condensateurs : le courant arrive sur I'isolant et ne le traverse pas instantanément.

b) Décharge d'un condensateur

Il s’agit de I’effet inverse : on suppose que le condensateur posséde une charge initiale
Q = CE. Ceci est rendu possible par I'existence d’une valeur limite (obtenue au
paragraphe précédent) de la tension aux bornes du condensateur. A = 0, on ouvre
le circuit précédent, ce qui revient a faire passer la tension e de la valeur E a la valeur 0.
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. . . . du u ]
L’équation différentielle est simplement % + — = 0 dont la solution est :
T

u = Uj exp <—£>
T
avec, par continuité de u, u(0) = U; = E soit
u= Eexp (—£>
r
On en déduit l'intensité :

o B ()
' dr Rexp T

Les allures de I'intensité et de la tension au cours du temps sont donc les suivantes :

u

=t

Figure 3.4 Décharge d'un condensateur.

On remarque que la tension aux bornes du condensateur tend vers 0, ce qui justifie
le nom de décharge du condensateur.

c) Temps caractéristique

Dans les deux cas de charge ou de décharge du condensateur, on voit apparaitre une
constante de temps :
T=RC
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En effet, le produit RC est homogene a un temps puisque 'exponentielle ne peut agir
que sur un nombre sans dimension. On va chercher 4 interpréter cette constante de
temps ou temps caractéristique.

Pour cela, on détermine la tangente a la courbe a lorigine. On se limite au cas de la
charge et on laisse le soin au lecteur d’établir des résultats analogues pour la décharge.

Pour la tension, I’équation de la tangente a I'origine s’écrit :

_ du t—Et
"= dt /., o7

(4 t+'(t—0)—E<l—£)
\a) TV ERUTS

On cherche l'intersection de la tangente a lorigine avec I'asymptote.

Pour 'intensité, on a :

e pour la tension, on doit résoudre :

dont la solution est t = 7;

e pour l'intensité, on résout :
E t
E(1- 1)
R T

La durée 7 s’interpréte donc comme le temps qui serait nécessaire pour atteindre la
valeur finale limite avec une croissance linéaire au lieu d’étre exponentielle a partir
des mémes conditions initiales. Cette propriété reste vraie a partir d’un instant fy
quelconque (fy = 0)

dont la solution est aussi t = 7.

On en déduit que plus le temps caractéristique est grand, plus la tangente a 'origine a
une pente faible et plus le systéme est lent a atteindre le régime permanent.

Au bout de quelques 7, on peut considérer :

e que la tension u est égale a E et que l'intensité i est nulle lors de la charge du
condensateur,

e que la tension u et 'intensité i sont nulles lors de la décharge du condensateur.

d) Aspect énergétique

Pour ce paragraphe, on se place dans le cas ou la charge et la décharge sont compleétes.

Létude énergétique d’un tel circuit peut se faire a partir de la loi des mailles :
dg g
—+t==c

dt C
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- . d :
En multipliant cette relation par idt = d—f dt, on obtient :

14d
R+ —qdds = i
cla

2
Ri2dt +d (2%) — eidt

Linterprétation des différents termes donne :

soit

e cidt est ’énergie fournie par la source de tension,

e Ri? dt correspond a I'énergie dissipée par effet Joule dans le résistor R lors du
passage du courant entre d et d ,

2
o d (;—C) correspond a I'énergie recue ou « stockée » par le condensateur sous forme

d’énergie électrostatique.

Pendant la charge, le générateur fournit I’énergie

0 Q
W = eidt:E/ dg = EQ = CE?
0 0

Le condensateur stocke I’énergie :

+00 d 2 Q 2 2 CEZ
We = / g i dt = / d I g -
,  dr\2C ., ‘\ac)T2c™ 2

Le condensateur stocke donc la moitié de I’énergie fournie par le générateur et autre
moitié est dissipé par effet Joule dans le résistor.

Pendant la décharge, il n’y a plus d’énergie fournie : le générateur est éteint.
Le condensateur « stocke » I’énergie :

+00 2 0 2 2 2
d CE
WC:/ d(4a dt:/ (. Q@ _ CF
o dr\2C Q 2C 2C 2
Le condensateur restitue Iénergie qu’il a stocké lors de la charge. Cette énergie est
dissipé par effet Joule dans le résistor, en l'absence de toute autre utilisation.

+00
Wy = / Ri2dt = —We
0
» Remarque : On retiendra qu’un condensateur peut stocker et restituer de I'énergie

alors qu’un résistor ne fait que dissiper I'énergie sous forme de chaleur par effet Joule.
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e) Réponse a un signal carré

Les résultats précédents peuvent s’appliquer au cas ou Uentrée est un signal carré de
période T.

On commence par faire 'hypothése qu’a f = 0, la source de tension passe de 0 a E et
que la tension aux bornes du condensateur est nulle. On observe donc la charge du
condensateur étudiée au paragraphe a). A = %, le signal d’entrée revient a O et on
se trouve dans la situation de décharge du condensateur.

La diftérence peut provenir de la définition de la condition initiale. En effet, le
condensateur risque de ne pas étre totalement chargé au moment du basculement.
II faudra alors prendre la tension aux bornes du condensateur a cet instant a

T
savoir u 5 = E(l — exp (—%)) et non la valeur E. On obtient alors
o= B (exp () — 1) exp (—2).
At = T, on aura un nouveau basculement de 0 3 E et une nouvelle charge du

condensateur. Cependant celle-ci risque de ne pas étre totalement déchargée et il

faudra prendre
E(T)=E
(T) = exp 7 exp ;

comme nouvelle condition initiale au lieu de 0.

Et ainsi de suite. On obtient donc le chronogramme de la figure 3.5.

e

E ’— t

_W !

NN
A

Figure 3.5 Réponse a un créneau lorsque le régime permanent peut s'établir.

61



Chapitre 3 — Circuits linéaires soumis a un échelon de tension

Pour les deux cas limites T << 7 et T >> 7, les chronogrammes sont les suivants :

e T>>T e T<<7-

E |—t E |—t

Figure 3.6 Influence de la période sur la réponse a un créneau.

2.4 Circuit R, L - Etablissement et rupture du courant dans une bobine

a) Equation différentielle

On considére le circuit constitué d’un résis- R
tor de résistance R en série avec une bobine
d’inductance L, ’ensemble étant soumis a une
tension e(f) qui passe d’'une valeur nulle a une L
valeur E a I'instant t = O : € TQD

La loi des mailles donne :

di
e=Ri+ L—
dt Figure 3.7 Circuit R, L.

et on obtient I’équation différentielle suivante :

di R, 1
—t—-i=—e
dt L L
Il s’agit d’'une équation diftérentielle du premier ordre a coefficients constants du
meéme type que celle obtenue lors de I’étude du circuit R, C. On peut I'écrire sous la
forme : o
di i e
=
dt 7 Rt

L
en notant 7 = E qu’on 1nterprete comme un temps caracterlsthue.
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La solution pour ¢ > 0 s’écrit comme la somme :

e de la solution générale de I’équation homogene associée :
, t
i=Ilyexp|——

T

i=—

R
car e(f) = E est constant pour tout instant t > 0.

e d’une solution particuliere :

b) Etablissement du courant dans une bobine

I1 s’agit du cas analogue a la charge du condensateur, on en déduit donc expression

de I'intensité :
=z (e (-3)
i=—(1—-exp|—=
R P T
Pour déterminer la constante Iy, on utilise cette propriété importante : I’intensité

qui traverse une bobine est une fonction continue du temps. Cette propriété a
déja été justifiée par la continuité de I’énergie stockée par la bobine.

|
+

Figure 3.8 FEtablissement du courant dans une bobine.

Lexpression de la tension s’obtient par dérivation :
Ldi E ( t)
u=L—=Eexp|——
dt P77
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Les allures de la tension et de P'intensité sont données ci-dessus.
On peut noter que l'intensité qui circule dans la bobine tend vers une valeur limite

R de facon exponentielle.

D’autre part, la tension passe en t = 0 de la valeur 0 a la valeur E : elle présente donc
une discontinuité aux bornes de la bobine.

c) Rupture du courant dans une bobine

Il s’agit de I'effet inverse : on suppose que la tension e(f) passe de la valeur E a 0. On
résout ’équation différentielle et on en déduit I'expression suivante de I'intensité :

- E ( t)
1= —e¢ -
R P T

et de la tension :

La encore, on utilise le fait que l'intensité du courant qui traverse une bobine est une
fonction continue du temps.

Les allures de I'intensité et de la tension au cours du temps sont donc les suivantes :

"

—E

Figure 3.9 Rupture du courant dans une bobine.

On remarque que l'intensité dans la bobine tend vers 0, ce qui justifie le nom de
rupture du courant dans la bobine.
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d) Aspect énergétique

Pour ce paragraphe, on se place dans le cas ou I'établissement et la rupture sont com-
plets.

Létude énergétique d’un tel circuit peut se faire directement a partir de I'équation
différentielle écrite pour l'intensité i :

Ldi+R'
- 1=e
dt

- : d .
En multipliant cette relation par idt = d—(f dt, on obtient :

L'Z
d (7’> + RP2dt = eidt

soit di
Lid—Zdt + Ri*dt = eidt

Linterprétation des différents termes donne :

e cidf est 'énergie fournie par la source de tension entre f et ¢ + dt,

e R#* correspond a I’énergie dissipée par effet Joule dans le résistor R lors du passage
du courant entre ¢ et ¢t + dt,

2 N ’ - ’ -
o d <L7’) correspond a I’énergie recue ou « stockée » par dans la bobine sous forme

d’énergie magnétique.

Pendant I'établissement du courant, le générateur fournit I’énergie

(e%¢] LEQ
W—/ eidt = — = LI
0 R

La bobine stocke une partie de I’énergie :
+o0o d L'2 Iy L'2 LE2 LIZ
= [ (F )= [a(B) - -1
o dr\ 2 0 2 2R? 2

Le reste est dissipé par effet Joule dans le résistor.

Pendant la rupture du courant, il n’y a plus d’énergie fournie : le générateur est éteint.
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La bobine « stocke » I’énergie :

W_/*OOd L dt_/od L?\  LE*
), dr\ 2 L 2 ) 2R

La bobine restitue I'énergie qu’elle a stockée lors de I’établissement du courant. Cette
énergie est alors dissipée par effet Joule dans le résistor, en 'absence de toute autre

utilisation.

On retiendra qu’une bobine peut stocker et restituer de ’énergie alors qu’un résistor

ne fait que dissiper I’énergie sous forme de chaleur par effet Joule.

e) Réponse a un signal carré

Les résultats des paragraphes 2.3.b et 2.3.c peuvent s’appliquer au cas ou 'entrée est

un signal carré de période T.

E -

A R
~

Figure 3.10 Réponse d'un circuit R, L a un créneau.

Par analogie a I’étude faite lors de la charge et de la décharge d’'un condensateur a
travers un résistor, on obtient le chronogramme de la figure ci-dessus pour T =~ 7.
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3. Circuits du second ordre

3.1 Equation différentielle du circuit R, L, C série (figure 3.11)

On applique une loi des mailles : ; I R
u+ Ri+ La =e

. . . . e
Or la relation tension - intensité pour un C "

condensateur s’écrit :

i= CE Figure 3.11 Circuit R, L, C série.

On obtient finalement I’équation différentielle suivante :

Lokt peds

dr de
Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants
et second membre non nul.

+u=e

3.2 Régime libre ou propre
Comme précédemment, on appelle régime propre ou régime libre le régime corres-
pondant a Pabsence de source extérieure.

On cherche donc les solutions de 1’équation diftérentielle homogene associée :
Loty reds
dr de

qui est une équation différentielle du second ordre a coefficients constants sans second
membre.

+u=0

On peut remarquer qu’on peut réécrire cette équation différentielle en utilisant les

R /C
parametres wy = et & = NT On verra que wy est homogene a une

VvLC L

pulsation et s’exprime donc en rad.s™! et que & est une grandeur sans dimension.

d2u+Rdu 1

L+ =+ =0
a2 Ld Lc”
soit 5
Q + L\/Ew()% + wlu=0
de? VL dt O °
et
d?u du 5
ar Ty e =0
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a) Equation caractéristique

Ce type d’équations différentielles se résout en introduisant la notion d’équation
caractéristique. Il s’agit de chercher des solutions sous la forme u = Uy exp(rf) donc :

(1’2 + 25&)()1’ + (1)(2)) Uy CXp(Vt) =0

Comme exp(rf) ne s’annule jamais et que Uy = O conduit a la solution identiquement
nulle ne présentant pas d’intérét, on en déduit I’équation du second degré en r appelée
équation caractéristique :

1’2 + 25&)()1’ + (U% =0

Le discriminant s’écrit :
— 2 (g2
A=4dw; (£ -1)
qui peut prendre tous les signes possibles. On obtient les trois cas suivants :

1. A > 0 :T’équation caractéristique admet deux solutions réelles :

r= —fa)o:l:a)o\/ 5:2_1

2. A = 0:’équation caractéristique admet une solution double :

r = —fa)o
3. A < 0:Péquation caractéristique admet deux solutions complexes conjuguées :
r= —fa)o :l:ja)()\/ 1— 52
ou ;2 = —1.
On peut s’interroger sur la signification physique de la valeur limite. On aura A > 0
L L
i condition que C? <R2 — 4C> > 0 soit R > 24/ ok La dissipation d’énergie ayant

lieu au niveau de la résistance, cette inégalité permet de mesurer 'importance de la
dissipation d’énergie dans le systeme.

Les trois cas conduisent a trois types de solutions différentes.

b) Régime apériodique

Il correspond au cas ou A > 0 soit R > 2\/% ou ¢ > 1. On a alors une forte

dissipation par effet Joule du fait d’une résistance importante.

L’équation caractéristique admet deux solutions réelles :
n=—éwy—wy\/E -1 et n=—¢w)+twn& —1

La solution de I’équation différentielle est une combinaison linéaire des deux fonctions
exp (rf) et exp (rf) :
u = Uj exp(rt) + Us exp(nt)
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ou U; et U, sont deux constantes a déterminer a ’aide des conditions initiales. En
effet, u(f) est la tension aux bornes d’'un condensateur, c’est donc une fonction conti-

du . :
nue du temps, tout comme i(f) = C 5 qu est I'intensité du courant traversant une
bobine.

On peut tout d’abord noter que r; et r, sont négatifs. Pour ry, le résultat est évident a
cause des signes « — » et du fait que £ et w, sont par définition des quantités positives.
Pour , il faut remarquer que & > &> — 1, ce qui implique la négativité de 1.
Ce résultat assure I'existence physique de la solution qui ne tend jamais vers I'infini.
Une solution tendant vers 'infini n’aurait pas de sens physique et un tel résultat sous-
entendrait que d’autres phénomenes non linéaires doivent étre pris en compte.

De la solution donnant la tension u aux bornes du condensateur, on peut déduire
Pexpression de l'intensité i (ce qui permettrait, si le besoin s’en faisait sentir, d’obtenir
les tensions aux bornes de 'inductance et de la résistance) :

du
a = Cn Uy exp (rt) + CryUs exp (1)
En supposant que U; et U, sont posi-

it =C

tifs et avec comme conditions initiales u
u(0) = U et i(0) = 0, on obtient les
allures données par la figure ci-contre
pour la tension u et lintensité i. On
notera qu’ici on utilise a la fois la conti-
nuité de l'intensité dans la bobine et la
continuité de la tension aux bornes du

condensateur pour calculer les valeurs de
U, et Us,.

Il ne s’agit que d’une allure. Il faudrait
réaliser une étude plus complete de la
fonction pour garantir le tracé. Cepen-
dant on peut noter les points suivants :

e la solution tend vers 0 a I'infini,

e les conditions initiales imposent la
valeur initiale ainsi que la pente ini-
tiale des courbes,

e iln’y a pas d’oscillations mais unique- Figure 3.12 Régime apériodique.
ment des combinaisons linéaires d’ex-
ponentielles décroissantes : les seuls parameétres modifiant I'allure ne peuvent étre
que les constantes U et U,.

L’absence d’oscillations donne le nom d’apériodique a ce régime caractérisé par I’ab-
sence de phénomenes périodiques.
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c) Régime critique

Le régime critique correspond a la valeur A = 0 soit R = 2\/% et £ = 1 qui est
la valeur critique entre le régime apériodique qui vient d’étre étudié et le régime
pseudopériodique qui sera vu au paragraphe suivant.

Dans ce cas, ’équation caractéristique admet une solution double
r = —wy
La solution peut donc s’écrire sous la forme :
u(t) = (Uy + Unt) exp (—wot)
ou Uy et Uj sont des constantes 4 déterminer avec les conditions initiales (grace a la
continuité de u et de i a t = 0).
On en déduit 'intensité dans la branche :
du

i = CE = C(U; — wgUy — woUit) exp (—wot)

Lallure de u(f) et i(f) sont du méme type que pour le régime apériodique. Les mémes
remarques relatives aux allures peuvent étre formulées.

Il n’y a donc pas de différence majeure au niveau du sens physique des régimes apé-
riodique et critique. On peut noter qu’expérimentalement le régime critique sera

impossible a obtenir car il faudra que la condition R = 2\/% soit rigoureusement
vérifiée, ce qui est en pratique impossible a réaliser. La seule différence provient du
fait que les fonctions tendent vers O plus vite dans le cas du régime critique. Le retour
a ’équilibre est alors plus rapide pour le régime critique que pour le régime apério-
dique.

I1 faut retenir que le régime critique est un cas limite entre les deux autres régimes.
d) Régime pseudopériodique
Il correspond au cas ot le discriminant A de I’équation caractéristique est négatif soit

R < 2\/% ou ¢ < 1, ce qui correspond a une faible dissipation et a une faible valeur

de la résistance. On a donc deux solutions complexes conjuguées :

r+ = —fwy T jwoy/ 1 — & = —€w) £ jo

s

La solution de I'équation diftérentielle peut s’écrire sous la forme :

u(t) = (Uy cos wt + U, sin i) exp (—Ewpt) = Uy cos (wt + @) exp (—Ewyt)

ou Uj et U, (ou bien Uy et @) sont des constantes que 'on détermine a l'aide des
conditions initiales, en utilisant la continuité des fonction u(f) et i(f).
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On obtient donc deux parties dans cette solution :

e des oscillations périodiques a la pulsation

®w=wy\/1— &

correspondant a la partie imaginaire des solutions de 1’équation caractéristique,

e une atténuation exponentielle de 'amplitude associée a la partie réelle des solutions
de I’équation caractéristique.

C’est pourquoi on qualifie ce régime de pseudopériodique ou encore de sinusoidal
amorti.

Dans la suite, on utilisera la solution sous la forme : u(f) = Uj cos (wt + @) exp(—Ewo!).

On peut en déduire 'expression de I'intensité par la relation :

du
i(f) = C—
i() 5

= —CU, (aw cos (wt + @) + wsin (ot + ¢)) exp (—Ew!)

On en déduit I'allure suivante sur laquelle on peut formuler les remarques suivantes :

elles tendent toujours vers O en oscillant quelles que soient les conditions initiales,

les conditions initiales imposent les valeurs a 'origine des courbes ainsi que leur
tangente,

e un maximum pour la tension u correspond a une valeur nulle pour l'intensité

4 . Cdu
uisque i = C—,

les courbes sont comprises entre deux exponentielles qui en constituent les enveloppes.

" décroissance exponentielle !
de Pamplitude

pseudopériode
" S

oscillations

Figure 3.13 Régime pseudopériodique.

Pseudopériode

On définit une pseudopériode correspondant a la période de la partie oscillante en

cos wt. Il s’agit donc de
27 27
T e —
O w1 - &
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Si on avait un régime sinusoidal non amorti (correspondant a I'absence de terme en

du
— et donc a une résistance R nulle), on aurait une période dite période propre :

dt

27
Ty = —
wo

Décrément logarithmique

On définit une grandeur permettant de mesurer la rapidité de la décroissance expo-
nentielle de amplitude : il s’agit du décrément logarithmique. Pour cela, on consideére
deux instants successifs pour lesquels 'amplitude passe par un maximum, ¢’est-a-dire
pour lesquels cos (wf + ¢) = 1. 1l s’agit de deux instants séparés par une pseudopé-
riode.

Les amplitudes correspondantes sont respectivement
u(t+nT) = Uexp (—éwy (t +nT))
et
ut+m+10)T)=Uexp(—éwo(t+ (n+1)T)).
Le rapport entre ces deux amplitudes vaut :

ut+nT)  Uexp(—€wo(t+nT))

ut+m+1T) Uexp(—€wo(t+ (n+1)T))

= exp (f(l)()T) <1

La décroissance de la tension d’'une pseudopériode a I'autre correspond a une suite
géomeétrique qu’on quantifie comme suit :

N u(t+nT)
ut+ m+ 0T
=&wyT
2mwé
Nz

0 est appelé décrément logarithmique.

Cas d'un faible amortissement

Il s’agit d’un régime pseudopériodique pour lequel I'exponentielle exp (—&wpt) vaut
presque 1 car éwy < 1. On aura alors une tres faible valeur de & et de la résistance.
Dans ce cas, la pseudopériode s’identifie a la période propre :

T’:TO
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e) Comparaison des trois régimes

Les résultats précédents peuvent étre résumés par la figure suivante :

u apériodique

critique

A t
pseudopériodique

Figure 3.14 Les trois régimes d'un circuit R, L, C série.

3.3 Réponse a un échelon

Dans ce cas, 'équation différentielle a un second membre non nul, ce dernier étant
constant. La solution est donc la somme :

e de la solution de I’équation homogene associée ou régime libre uype(f) qui vient
d’étre déterminée,

e d’une solution particuliere de I’équation avec second membre, que 'on cherche
constante.

On aura alors si e = Ej une solution particuliére u = Ej et la solution globale s’écrit :
u(f) = Eo + ipre (1)

On retrouve pour uype(f) 'un des trois cas précédents.

Le point important a noter est la nécessaire détermination de la valeur des constantes

de la solution ujp(f) en tenant compte de la solution particuliére. Les conditions

initiales sont définies globalement et s’appliquent a la solution générale méme si les

constantes n’apparaissent que dans la partie e (£). La procédure est donc la suivante :

1. déterminer la forme de la solution de 1’équation homogene associée en introdui-
sant des constantes,

chercher une solution particuliere,

déterminer la valeur des constantes a partir des conditions initiales sur la solution
générale.

3.4 Aspects énergétiques
Comme pour les circuits du premier ordre, on reprend I’équation différentielle pour

réaliser I’étude énergétique. On écrit :

di . q
e=L—+Ri+ =
dt C
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d
et on la multiplie par idt = d—fdt soit :

di d
eidt = Listdr + R2de + L 24y
dr C dt

2 2
_RPd+ (L
2 2C

par des transformations déja vues dans la partie sur les circuits du premier ordre.
Ces diftérents termes peuvent s’interpréter de la fagon suivante.
1. eidt est I'énergie fournie par le générateur entre ¢ et ¢ + dt,

2. R#? est I'énergie dissipée par effet Joule dans le résistor sous forme de chaleur entre
tett+dt

L ¢ - :
3..d <7 + Yo correspond a la variation d’énergie entre f et t + dt :

2
. 1 .
e magnétique > de la bobine,
e
o ¢électrostatique Yo du condensateur.

Cette énergie est stockée ou cédée lors du passage d’un courant dans le circuit.

Le bilan énergétique montre que I’énergie apportée par le générateur est en partie
dissipée par effet Joule dans le résistor et en partie stockée dans la bobine et dans le
condensateur. Ces derniers peuvent a leur tour céder cette énergie quand il n’y a plus
de générateur, cette énergie cédée est alors dissipée dans la résistance.

3.5 Facteur de qualité dans le cas d’'un amortissement trés faible

Dans le cas d'un amortissement trés faible, a savoir d’une trés faible valeur de résis-
tance, on peut calculer la perte d’énergie au cours d’une pseudopériode T.

L’énergie £ est une fonction quadratique de l'intensité ou de la tension. Chacune
de ces deux grandeurs est, dans le cas d’un amortissement treés faible, une grandeur
oscillante dont amplitude diminue exponentiellement avec un facteur exp (—&wot).
L’énergie oscille donc également et le facteur de décroissance vaut : exp (—2€wqt).
Pour deux instants séparés par une pseudopériode, la phase sera la méme. On en
déduit le rapport :

Et+ T
% = exp (—2¢éw,T)
et AE  EWN—E@r+T) Et+T)
?:T:1_W:1_CXP(_2§Q)()T)
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Lorsque I'amortissement est faible, on a & — 0 et T ~ T soit vy T ~ w1y et on
peut faire un développement limité :

A(‘f_g =1-(1-28wT)+...) 228w T) = 4ma

2 . : o .
On pose Q = —. Il s’agit du facteur de qualité du circuit oscillant qu’on reverra en

seconde période. On obtient donc ici une interprétation énergétique du facteur de
qualité dans le cas d’un amortissement tres faible et uniquement dans ce cas :

Q=272
~“TAE
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A. Applications directes du cours

D Annulation d’un régime transitoire
On considere un circuit formé de I'association en série d'un générateur de tension idéale de
f.e.m. E, d’une bobine réelle d’inductance L et de r, et d’un interrupteur.

1. Déterminer I'expression du courant parcourant le circuit apres la fermeture de interrup-
teur. Interpréter les deux termes obtenus.

2. On souhaite annuler dans le courant traversant le générateur, les effets du régime tran-
sitoire 1ié a la fermeture de l'interrupteur Pour cela, on place en paralléle sur la bobine un
condensateur de capacité C en série avec une résistance R.

a) Déterminer la nouvelle expression du courant traversant le générateur.

b) En déduire les valeurs de C et R a choisir.

B Influence d’un condensateur dans un circuit RL

Soit un générateur de tension de force électromotrice E et de résistance interne r. Il est placé
aux bornes d’une bobine d’inductance L et de résistance R. On suppose qu’a I'instant initial,
I'ensemble fonctionne en régime permanent. On branche alors en paralléle avec la bobine un
condensateur de capacité C. L’objet de ce probléeme est 'étude de I'intensité i traversant la
bobine.

1. Déterminer la valeur de i 3 t = 0" juste aprés avoir branché le condensateur.
di

2. Méme question pour T

3. Etablir 'équation différentielle vérifiée par i.
4. Rappeler la valeur numérique usuelle de r.

5. Ondonne L=43mH, R =9,1Q et E=5,0 V. Quelle valeur doit-on prendre pour C
pour observer un régime quasipériodique ?

6. Déterminer 'expression littérale de i si C = 10 uF.

B Deux condensateurs en série avec une résistance, d’aprés I.C.N.A. 2003
Deux condensateurs de capacités respectives Cy et
C, sont reliés par une résistance R (figure 3.15).
A Tlinstant initial, leurs charges respectives sont

) Ci G i(f)
Qo= Qyet Qy=0.Onpose:T=R—+
C1 + C2 C] —_— CZ 1

K

1. Etablir I'expression 4 la date ¢ de Pintensité i du R
courant dans la résistance R. L

2. Déterminer les charges Q;(f) et Qx(f) des deux Figure 3.15
condensateurs a la date .
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3. Calculer la variation de I’énergie emmagasinée dans les deux condensateurs entre I'instant
initial ¢; et Pinstant final fr.

4. Calculer I'énergie consommeée par effet Joule dans la résistance R entre les instants t = 0
et t.

B Condensateur en paralléle sur une bobine et alimenté par un échelon de
courant

Une source de courant idéale délivre un échelon de courant :

e i,(f) = 0 pour t < 0.

e i,(f) = I pour t > 0.

dans un circuit constitué d’un condensateur de capacité C, initialement déchargé, en paralléle

sur une bobine d’inductance L et de résistance R, avec R < 2\/%.
1. Etablir I’équation différentielle du courant i(f) dans la bobine :

fi Rdi 1, 1
ST —i=—

d? Ldr LC LC

Mettre cette équation sous forme canonique et déterminer I'expression de la pulsation propre
o et du facteur de qualité Q.

2. Déterminer Uexpression générale de i(f) faisant apparaitre deux constantes.

3. a) Quelles sont les grandeurs continues a t = 07?

b) En déduire les valeurs de i(0") et u(0") (tension aux bornes de la bobine L, R), a t = 0*.

c) Déterminer les constantes d’intégration de i(f).

B. Exercices et problémes

D Circuit RL alimenté par une tension créneau, d’aprés ENSTIM 2003

On se propose d’étudier la réponse d’un circuit (RL) a une tension en créneaux délivrée par
un générateur basse fréquence (G.B.F.). Le circuit représenté sur la figure ci-dessous comporte
une bobine parfaite d’inductance L, un résistor de résistance R et un G.B.F. délivrant une
tension en créneaux u représentée sur la figure ci-dessous.

u

A

Y

(e}
SIS
ol

T 3 o

Figure 3.16 Figure 3.17
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1. On définit la constante de temps 7, exprimée en secondes, du circuit (RL) par une relation
du type 7 = L*RP ou «a et B sont deux constantes réelles. Par analyse dimensionnelle rapide,
déterminer la valeur des exposants a et 8 (On raisonnera a partir des relations entre u et i).

2. a) Pour0 << > établir I’équation diftérentielle régissant les variations de I'intensité i

dans le circuit. La résoudre en justifiant soigneusement la détermination de la (des) constante(s)
d’intégration.

b) En déduire I'expression de uy (£).

c) Tracer 'allure des courbes représentatives de i(f) et de ur (f) en précisant les valeurs vers
lesquelles ces fonctions tendent en régime permanent, ainsi que I’équation des tangentes a
Porigine.

3. Déterminer complétement 1'expression de i(f) et uy (f) pour 3 <t T.

4. Le G.B.F. est réglé sur la fréquence f = 1,0 kHz, la bobine a pour inductance L =1,0 H
et R=1,0.10° Q . Comparer la période T de la tension délivrée par le G.B.F. et la constante
de temps 7 du circuit. Tracer qualitativement I’évolution des graphes de i(f) et uy(f) sur
quelques périodes. Commenter.

B Régime transitoire d’un circuit R, L, C paralléle, d’apreés Mines d’Alés

Soit un circuit constitué de I’association en série d’une source idéale de tension E, d’une résis-
tance R, d’un interrupteur K et de I'association en paralléle d’une résistance r, d’une induc-
tance L et d’une capacité C. Initialement P'interrupteur est ouvert, la capacité est déchargée et
tous les courants sont nuls. On ferme I'interrupteur K a I'instant = 0. On notera i l'intensité
du courant dans R, i dans L, i dans C et i3 dans r ainsi que u la tension aux bornes de r (ou
de C oude L).

1. Déterminer, en les justifiant, les valeurs de u, i, ij, i et i3 juste apres la fermeture de
I'interrupteur K.

2. Méme question lorsque le régime permanent est complétement établi.
3. Etablir I'équation différentielle vérifiée par iz pour ¢ > 0.

4. D’écrire sous la forme

On donnera les expressions de @ et A en fonction de r, R, L et C.

5. Etablir la condition que doivent vérifier r, R, L et C pour observer un régime pseudo-
périodique.

6. Que caractérise A ?

7. Définir la pseudo-pulsation @ et la pseudo-période T et en donner les expressions en
fonctionde r, R, L et C.

8. Déterminer 'expression de i3 en fonction du temps. On justifiera la détermination des
constantes.

9. Définir et exprimer le décrément logarithmique en fonction de T, A et wy.
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10. Déterminer le temps nécessaire pour que le régime permanent soit établi dans le circuit
avec une précision d’un millieme.

11. Déterminer, en les justifiant, les valeurs de u, i, ij, i» et i3 juste apres Uouverture de
I'interrupteur K.

12. Etablir ’équation diftérentielle vérifiée par i3 lorsqu’on ouvre l'interrupteur. On ne se
préoccupera pas de ce qui se passe juste a 'instant de 'ouverture.

13. Décrire sous une forme analogue a celle de la question 4.
14. Quelle est la nature du régime ? On suppose que la condition de la question 5. est vérifiée.

15. A quelle condition aura-t-on un signal non nul lors de 'ouverture de l'interrupteur ?

B Circuit RC a deux mailles, d’aprés ICNA 2006

On considere le montage de la figure ci-dessous. On ferme l'interrupteur a t+ = 0. Avant la
fermeture, le condensateur C, est déchargé alors que la tension aux bornes de Cj, est 1.

Ry N

v(t)

Figure 3.18

1. Btablir les relations :

CdV u—1 ‘i Cdu+ u
— = et i=C,— + —
T R, dt R,

2. Montrer que la tension u vérifie I’équation diftérentielle :

d2u+w0du+ 5 0
—+ ——twu=
a2 Qdr °

ol Q et w sont des constantes a déterminer en fonction de C,, Cy, R, et R;,.

3. a) Montrer que les deux solutions de I’équation caractéristique sont des réels négatifs que
I’on notera ry et r.

b) En déduire 'expression générale de u(f).
c) Montrer qu’a t = 07, i, = 0 et en déduire que i = Vy/R,,.

d) En déduire 'expression finale de u().
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D Etude d’un flash, d’apreés Centrale TSI 2006

Attention, I"ouverture d’un appareil photo jetable est dangereuse car le circuit électrique comporte un
condensateur pouvant étre chargé jusqu’a une tension de 300 V.

Le schéma électrique du circuit commandant le flash est fortement simplifié. Il est constitué
d’un transformateur dont on va étudier le circuit primaire puis le circuit secondaire.

L’alimentation est une pile de f.e.m. continue E = 1,5 V. Pour atteindre des tensions de
300 V il faut utiliser un transformateur, lequel ne fonctionne qu’avec des tensions alternatives.

La premiere partie du montage comporte donc un circuit RLC qui permet d’obtenir une
tension variable a partir d’une tension continue.

Le circuit étudié, dont 'interrupteur est fermé lors-

qu’on arme le flash (a 'instant t = 0) est représenté
par la figure (3.19). La résistance R; est la résistance
interne de la pile. Le condensateur est initialement
déchargg.

1. a) Déterminer la valeur de u; au bout d’un
temps tres long.

4 oo Figure 3.19
b) Que vaut u; A I'instant t = 0%, c’est-A-dire juste

apres la fermeture de l'interrupteur ?
c) Déterminer ’équation diftérentielle vérifiée par u; au cours du temps.
d) Résoudre cette équation en négligeant la résistance R; (on prendra R; = 0).

e) Pour cette question, on ne néglige plus la résistance R,. Evaluer le temps nécessaire pour
que uy atteigne la valeur déterminée a la question (1). On prendra R; = 0,5 (), C = 200 pF
et L = 36 mH.

Le schéma équivalent au circuit secondaire est
représenté sur la figure (3.20) La tension au secon-
daire du transformateur est alternative et son ampli-
tude est 200 fois plus grande que celle au pri- R] —
maire. Apres transformation en tension continue Uy
(redressement), cette tension permet de charger un Uo T
condensateur de capacité C’ jusqu’a la tension Uj.

Lors de la prise de la photo, 'interrupteur se ferme

et le condensateur se décharge dans le flash qui est

alors équivalent a une résistance Ry.

Figure 3.20

2. a) Déterminer 'énergie contenue initialement (avant fermeture de l'interrupteur) dans le
condensateur. Effectuer application numérique avec C’' = 150 uF et Uy = 300 V.

b) Déterminer le modéle de Thévenin (E;, R,) équivalent 2 Uj, R! et R¢. Application numé-
rique pour Ry = 10Q) et R} = 180().

c) Déterminer I’évolution de u au cours du temps.

d) Déterminer 'ordre de grandeur du temps nécessaire a la décharge du condensateur.
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1. Circuit simple :

On considére dans un premier temps le cir- R
cuit représenté ci-dessous. A I'instant t = 0, on
ferme l'interrupteur K qui était ouvert depuis
trés longtemps.

R est-elle continue en ¢ = 0 ? Si non, donner ses

a) L'intensité du courant i traversant la résistance e(f) 2 L s(f)
E T
valeurs en 0~ et en 0",

b) Mémes questions pour la tension s.
c) Que vaut s(f) lorsque ¢ tend vers I'infini ? Figure 3.21
d) Etablir I'équation différentielle vérifiée par s(1).

e) En déduire expression de s(f). f) Tracer I'allure de s(r).

g) Exprimer en fonction de L et de R le temps fy au bout duquel la tension s a été divisée
par 10.

h) Proposer une méthode expérimentale pour déterminer f; a 'aide d’un oscilloscope. On
précisera le montage a utiliser et la méthode de la mesure pratique.

i) On mesure tp = 3,0 us pour R = 1000 ). En déduire la valeur de L.

j) On remplace le générateur idéal de tension par un générateur délivrant un créneau de
période T. Quel est I'ordre de grandeur de la fréquence a utiliser pour pouvoir effectivement
mesurer f; par la méthode proposée ci-dessus ?

2. Circuit plus complexe :

On considere maintenant le circuit ci-dessous. L'interrupteur K est ouvert depuis tres long-
temps et on le ferme a I'instant ¢t = 0.

i L
I

o K ;

= ) 3

R "
s(f)
R
. ]
7_/l_F

Figure 3.22

a) Déterminer les valeurs des intensités iy, i1, i, i» et i3 a instant t = 0%,

b) Déterminer les valeurs de la tension s et des intensités i, i, iy, i3 et iy lorsque f tend vers
Iinfini.

c) Déterminer les relations entre s et i3 puis entre s et iy.

, d di
d) Etablir la relation entre R, L, s, d_i et d_z
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dip di

e) Méme question pour R, L, i, — et —

de — dt’
, . . dE ) s
f) Déterminer la relation entre —, R, L, s, i» et —.
dt dt
ds &% dE . d’E
-, —, — et —.
de’ d?2’ dt de

h) En déduire I'équation différentielle vérifiée par s sachant que le générateur de tension est
idéal de tension a vide E.

g) Etablir la relation entre R, L, s,

i) En déduire l'expression de s(f) en ne cherchant pas a déterminer les constantes d’intégration.

j) Donner une relation entre les deux constantes d’intégration.

D Circuit alimenté par un hacheur

Un hacheur est un systeme électronique 1 K

—e
qui permet d’obtenir une tension conti- /m
nue réglable a partir d’une alimenta- f T C) 2 —— r V.
tion constante E. Dans le cas présent le
hacheur est modélisé par un interrupteur
K (figure 3.23) qui peut basculer entre la
position (1) et la position (2). Le conden-
sateur est supposé de capacité C suffisamment grande pour que la tension V puisse étre consi-
dérée constante.
Linterrupteur K a les postions suivantes :

e Kesten (1) pour 0 < t < aT;
e Kesten (2) pouraT <t<T.

Figure 3.23

a est un nombre positif inférieur 2 1 et T' la période du hacheur.

1. a) Dans un premier temps, K est position (1). Etablir I'équation différentielle reliant 1'in-
tensité i (figure 3.23) A E, I, et L.

b) On note I, l'intensité a t = 0. Déterminer I'expression de i(f) en fonction des données.
c) Déterminer I'expression de i(aT), on note I, cette valeur.

2. a) A linstant t = T, I'interrupteur bascule en position (2). Etablir la nouvelle équation
différentielle a laquelle obéit i.

b) Déterminer I'expression de i(f) pour a1 < t < T en fonction de a, T, E, 1, et L.
c) Lintensité i est périodique en régime établi, et donc i(T) = i(0) = I,. Calculer V, en
fonction de E et a.

1T
3. On rappelle que la valeur moyenne d’une grandeur s(f) est < s >= T / s(f) dt.

0

a) Montrer que la valeur moyenne de I'intensité dans C est nulle. Calculer la valeur moyenne
de i et en déduire 'expression de I; + I, en fonction de E, o et R.
b) Déterminer I, puis Iy en fonction de a, E, R, Let T.

4. Quelle valeur maximale peut prendre R pour que I, soit positif?
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Mécanique 1







Cinematique du point
materiel

1. Définitions
1.1 Notion de point matériel

On se limite en premiere période a I’étude mécanique des points matériels; en
deuxieme période, on s’intéressera également aux systemes de deux points matériels.

I1 convient donc de définir la notion de point matériel et d’analyser rapidement les
conditions pouvant permettre d’identifier les systémes réels a un ou plusieurs points

matériels.
a) Définition d'un solide

Avant de préciser la définition d’un point matériel, il est nécessaire de donner celle
d’un solide.

On appelle solide tout systeme matériel pour lequel les distances entre deux points du
systéme sont constantes et invariantes au cours du temps. On peut noter qu’il s’agit
d’un modeéle simplificateur : un solide subit des déformations liées aux contraintes
qui lui sont imposées. Par exemple, lorsqu’on tire sur les deux extrémités d’une barre
métallique, celle-ci peut se déformer, voire se casser, si la contrainte est trop impor-
tante. La définition qui vient d’étre donnée exclut ce type de déformations : cela
suppose que celles-ci sont négligeables par rapport aux autres aspects mécaniques.

De maniére générale, la position d’un solide sera déterminée a l'aide de six para-
metres :

e les trois coordonnées d’un point du solide (on choisira souvent le centre d’inertie

du systeme),
e trois parametres angulaires définissant 1'orientation d’un triedre (OXYZ) lié au

solide (au sens ou (OXYZ) est immobile par rapport a ce dernier) par rapport
au triedre (Oxyz) définissant le référentiel dans lequel on travaille.
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b) Définition d'un point matériel
On appelle point matériel un solide dont la position est entierement définie par la seule

donnée des trois coordonnées d’un point du solide. Cela revient a négliger tout effet
de rotation du solide sur lui-méme ou son extension spatiale.

c) Validité du concept de point matériel

Si on considére par exemple un ballon, peut-on le considérer comme un point maté-
riel ?

Dans le cas d’un ballon de rugby, sa rotation sur lui-méme est le plus souvent visible
du fait de sa forme ovoidale. Il parait alors difficile d’assimiler le ballon de rugby a un
point; le seul cas envisageable est celui d’une translation au cours de laquelle le ballon
ne tourne pas sur lui-méme.

Dans le cas d’un ballon de football, sa forme sphérique ne permet pas de visualiser
les effets liés a la rotation du solide sur lui-méme. On peut alors étudier sa trajectoire
comme celle d’un point matériel. La rotation du ballon, que l'on peut considérer
comme uniforme au cours du temps, intervient pourtant dans ’expression de 1’énergie
cinétique du solide et influence donc son mouvement.

Cependant, dans un certain nombre de situations, I'approximation d’un solide par un
point matériel permet d’interpréter correctement la trajectoire observée. Il s’agit du
cas ou la rotation du solide sur lui-méme est négligeable.

Par ailleurs, méme lorsque cette approximation n’est pas possible, le concept de point
matériel sera utile. En effet, I’étude du mouvement du centre d’inertie d’un solide
seffectue dans ce cadre. De méme, le mouvement d’un systéme quelconque (comme
un solide ou un fluide) pourra étre analysé en décomposant par la pensée le systeme en
petits éléments matériels qu’on pourra assimiler a des points matériels du fait notam-
ment de leur faible extension spatiale.

1.2 Espace et distance

Il est nécessaire pour repérer la position de points matériels de doter 'espace d’une
mesure et donc d’une unité. Celle-ci est le metre dont la définition légale a évolué au
cours du temps.

e Avant 1960, on utilisait un metre-étalon constitué par la distance entre deux traits
gravés sur une barre de platine iridié (toujours conservée au Bureau International
des Poids et Mesures au Pavillon de Breteuil a Sévres).

e Entre 1960 et 1983, il s’agissait d’'un multiple de la longueur d’onde d’une radiation
émise par 'atome de krypton lorsqu’un électron passe d’un niveau d’énergie a un
autre.
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Systemes de coordonnées planes

e La définition actuelle est la longueur du trajet parcouru dans le vide par la lumiére

1
pendant une durée de —————— seconde. En effet, la vitesse de la lumiere est
299792458

fixée conventionnellement a 299792458 m.s~' : il s’agit d’une constante univer-
selle.

1.3 Temps et durée

Le temps est le parameétre permettant de dater un événement et d’établir la chronolo-
gie d’une succession d’événements. Ceci est rendu possible par I'hypothese d’unifor-
mité du temps : les lois physiques sont invariantes par translation dans le temps.

Il faut alors choisir une unité de temps : il s’agira de la seconde. Comme celle du
metre, la définition de la seconde a évolué au cours du temps.

e Avant 1960, la seconde correspondait a de la durée de rotation de la Terre

sur elle-méme appelée « jour sidéral ».

e De 1960 a 1967, on a utilisé le temps des éphémérides lié a la rotation de la Terre
autour du Soleil.

e Actuellement la seconde est légalement définie comme la durée de

9 192 631 770 périodes de la radiation correspondant a la transition entre
deux raies hyperfines de I'état fondamental de Ilisotope’ 133 du césium.
L’interaction entre I’électron et le champ magnétique créé par le noyau conduit a
distinguer pour un méme niveau d’énergie (par exemple le fondamental) plusieurs
sous-niveaux qui constituent la structure hyperfine de 'atome. Lorsqu’un électron
passe d’un niveau hyperfin a un autre, une radiation est émise, caractérisée par sa
période. La seconde est donc un multiple de la période de la transition hyperfine
de I'état fondamental de I'atome de césium 133. I s’agit du temps atomique.

On construit alors des horloges qui permettent de mesurer le temps.

2. Systemes de coordonnées planes

Pour résoudre tout probleme de physique et notamment de mécanique, il est néces-

saire de repérer un point M dans espace. Il faut connaitre les composantes du vecteur-
.. e . A 7’ . N . . N

position OM et des vecteurs qui pourront étre définis a partir de celui-la.

'On rappelle qu’un élément chimique est défini par son nombre de charges c’est-i-dire son nombre
d’électrons ou de protons : il y a autant de protons que d’électrons pour assurer la neutralité électrique
de l'atome. Les isotopes d’un élément chimique sont les différents nucléides ou espéces de noyaux; ils
ont le méme nombre de charges mais différent par leur nombre de masse. Ce dernier correspondant
au nombre de protons et de neutrons, les isotopes d’un élément chimique différent par leur nombre de
neutrons.
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On choisit donc une base de projection dans laquelle on cherche a déterminer les
composantes des vecteurs. Ce choix sera orienté par la géométrie du probleme. Ce
paragraphe présente les différentes solutions qui peuvent étre envisagées pour repérer
un point dans un plan. On se limitera en effet aux mouvements plans durant la pre-
miére période et on verra en seconde période comment repérer un point dans I’espace.

2.1 Une base fixe : les coordonnées cartésiennes
a) Définition

La base de projection est définie par y
deux vecteurs unitaires formant une base

directe. Le premier est choisi a priori et

lautre s’en déduit par la recherche du

caractere direct de la base. Quelle que /4.7 :
soit la position du point M considéré, la
base est fixe et ne change pas.

N N )
En notant u; et u, les vecteurs uni- — |
) iy N
taires sur chacun des axes de la base, on Uy
obtient : O XM X

OM = xi, + yii,
Figure 4.1 Coordonnées cartésiennes.
Ce systeme de coordonnées est celui
auquel on pense le plus souvent mais ce n’est pas forcément le plus adapté a la symétrie
du probléme, notamment lorsque les points matériels se déplacent sur des cercles.

Pour éviter des confusions, les coordonnées cartésiennes de M seront notées x; et yyy
sur les figures, mais x et y dans le texte pour ne pas I'alourdir.

b) Déplacement élémentaire

Le déplacement élémentaire s’obtient en Y
faisant varier de maniére élémentaire
chacune des coordonnées du point M. M’

Dans le cas des coordonnées car- 4T dy
tésiennes, le déplacement élémentaire e v

d’'un point M de coordonnées (x,y)
correspond a son déplacement jusqu’au
point M’ de coordonnées (x+dx, y+dy). u—; N
On a donc :

O XM X

—_ e — _
dOM = OM' — OM = MM’
. . Figure 4.2 Déplacement élémentaire

= dxu, +dyu, en coordonnées cartésiennes planes.

88



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

Systemes de coordonnées planes

Ce résultat peut s’obtenir géométriquement en sommant les déplacements élémen-
taires liés a la variation d’une seule variable, les autres restant constantes.

Ceci est possible car les deux variables sont indépendantes et la base fixe.

Ainsi lorsque y (respectivement x) reste fixe, le déplacement élémentaire se limite a
— ] L =
dOM = dxuy (respectivement 3 dOM = dyuy).

2.2 Une base mobile : les coordonnées polaires
a) Définition

La symétrie polaire consiste a privilégier y
un point O fixe autour duquel tourne le

point M.

La position de M est alors définie par la
distance r du point M au point O. On -
utilise en outre un angle orienté de rota- :
tion appelé angle polaire et noté habituel-

lement 6. Cet angle de rotation est défini N s 9
par rapport a un axe passant par O choisi ty i
arbitrairement. - '
a—
O u; X

Les coordonnées polaires de M sont donc
(1, 0).

Par définition, r est une distance et est
donc positif.: On peut noter alors que pour décrire la totalité des points du plan,
langle @ doit décrire un segment d’amplitude 277. Habituellement on prend 6 dans
I'intervalle [0, 27r].

Figure 4.3 Coordonnées polaires.

b) Lien avec les coordonnées cartésiennes

On peut relier les coordonnées polaires d’un point a ses coordonnées cartésiennes.
Il suffit pour cela de choisir I'axe (Ox) par exemple comme axe de référence pour
I’angle de rotation 6 et de projeter sur les axes (Ox) et (Oy) :

x = rcosf

y=rsinf

On peut inverser ces relations pour obtenir 'expression des coordonnées cylindriques
en fonction des coordonnées cartésiennes :

r = ;)C2+y2

0= ArctanZ [77]
X
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La valeur de 6 sera précisée dans U'intervalle [0, 277] en fonction des signes respectifs
de x et y qui sont ceux de cos 8 et sin 6.

Ceci n’est possible qu’en dehors de I'origine O. En ce point, x = y = 0, donc la
tangente de 'angle € en O est une forme indéterminée. On notera que I'impossibilité
a exprimer la tangente de ¢ i lorigine ne porte pas a conséquence : en ce point,
langle polaire n’est pas défini.

c) Base locale polaire

Les bases locales correspondent a des
bases définies en chaque point M de

Pespace et adaptées au type de coor-
données choisies.

On va définir ici la base locale des

coordonnées polaires. Il s’agit de rem-
— —

placer les vecteurs de base (uy, uy) iy

adaptés aux coordonnées cartésiennes o =
X

par des vecteurs de base adaptés aux
coordonnées polaires.

On construit ainsi la base locale définie
par les deux vecteurs suivants :

. , —

e le premier vecteur noté u; est un Figure 4.4 Base locale des coordonnées

vecteur unitaire dont la direction et polaires.

le sens sont ceux du vecteur OM,

, . ) , T
e le second noté ug est un vecteur unitaire obtenu par rotation d’un angle +— dans
. . — 2

le plan a partir de u, .

Les vecteurs u, et ug dépendent du point M : la base est donc mobile. Les vecteurs

de base se déplacent en méme temps que le point M, d’ou la dénomination « locale »
donnée a cette base.

.. - 9, .
Le vecteur-position OM s’écrit dans cette base :
—
OM = ru,.

On peut exprimer les vecteurs de cette base locale dans la base des coordonnées
cartésiennes : il suffit de projeter les vecteurs u, et g sur les axes (Ox) et (Oy).

On obtient : _ _
= cos Qu, +sinQu,

—
Uy
— P —
ug = —sinOu; + cosOu,
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Tout vecteur w peut se décomposer sur cette base selon :
— — —
w = w,u, +woug

w, est appelé composante radiale et wy composante orthoradiale.

d) Déplacement élémentaire

Le déplacement élémentaire d'un point M de coordonnées (1, §) correspond a son
déplacement jusqu’au point M’ de coordonnées (r + dr, @ + df). On a donc :

- — N R —
dOM = OM’ — OM = MM’

Les variables 1, 6 sont indépendantes
Pexpression du déplacement élémentaire

est donc la somme des déplacements élé- do
mentaires correspondant a la variation ﬁ

d’une seule variable. dr
e une variation dr de r correspond a un r

mouvement le long de la droite (OM) w ‘ 0

soit dr,, i '

. . g w *

e une variation df de 6 correspond a un X

déplacement circulaire de centre O, de

rayon r et d’angle df donc de longueur

rd@ suivant g, soit rd@ug,
Au final, le déplacement élémentaire Figure 4.5 Déplacements
$écrit élémentaires en coordonnées polaires.

dOM = drit’ + rd0r;

e) Dérivées des vecteurs de base par rapport a 6

Quand M(r, §) devient M'(r + dr, 6 + d6), les vecteurs u, et uy deviennent respecti-
— — . — —
vement u, +du, et ug + dug.

Or les expressions de u, et ug établies dans la base fixe (uy, T)) ne dépendent que

de 6 :

— e
= cos Quy; +sinbu,

(4.1)

sl =

.= —
= —sinfu, + cosbu,

Les variations induites par le déplacement de M ne sont donc fonction que de 6. En
. N . . —_

effet, quand r varie de dr a @ constant, la direction du vecteur OM ne change pas, la

base locale non plus.

91



Chapitre 4 — Cinématique du point matériel

Y
Y
— u,
Uug r
w A
N
\/”r
r ) r.
do . .-
/,g\ ,,’l ‘)/(&\\
O u X Ol u; X

Figure 4.6 Déplacements élémentaires en coordonnées polaires.

Sur la figure de droite, 'angle df a été fortement exagéré pour la clarté du schéma,
I'arc de cercle MM’ est en réalité assimilable a un segment de droite.

En dérivant par rapport a 6 les expressions précédentes, on déduit :

—
du, . — —
0 = —sinfu; + cosOu, = uy
—
dug . — = =
0 —cosQu, —sinu, = —u,
qu’on peut écrire : du’ = dbu,

dig = —dou,
Lexpression du déplacement élémentaire s’obtient alors en différenciant le vecteur
— e
OM = ru, :
dOM = d (ru;) = dru, + rdu; = dru; + rdiug

On obtient bien str le méme résultat qu’en sommant les déplacements élémentaires.

3. Description cinématique du mouvement d'un point matériel

3.1 Référentiel et temps absolu
On appelle référentiel un systeme d’axes lié a un observateur, ce dernier étant muni
d’une horloge pour mesurer le temps.

On se place dans le cadre de la mécanique classique, par opposition a la mécanique
relativiste : le temps est absolu, c’est-a-dire que la mesure du temps est la méme dans
tout référentiel donc pour tout observateur.
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3.2 Position, équation horaire et trajectoire

On définit la position d’un point matériel M dans un référentiel a 'aide du vecteur-
position OM ot O est un point fixe dans le référentiel. O peut étre ’observateur mais
ce n’est pas obligatoire ; la seule condition est que O soit fixe par rapport a ce dernier.
On doit donc donner les composantes de OM dans la base de projection choisie, a
savoir dans le systeme de coordonnées choisi.

En premicére période, on se limite a I’étude des mouvements plans : les deux com-
posantes de OM dans la base de projection plane choisie, cartésienne ou polaire,
suffisent.

Le mouvement du point matériel M conduit a étudier I’évolution de ce dernier au
_—

cours du temps et a donner I’équation horaire du mouvement par OM(f) ou ses
composantes dans la base de projection choisie.

La courbe décrite par M au cours du mouvement est appelée frajectoire.

I1 est important de noter que toutes ces définitions sont relatives au référentiel choisi.
On verra en deuxiéme période comment on peut passer d’un référentiel a un autre.

3.3 Vitesse et hodographe

Soit M la position d’un point matériel a I'instant t et M’ celle du méme point matériel
a l'instant ¢ + St.

On définit la vitesse de ce point a I'instant ¢ par :
!

. MM

lim ——
8t—0 Ot
En introduisant un point fixe O par rapport au référentiel considéré, on obtient :

!/ / !/
MM = MO+ OM' = OM' — OM = dOM

Alors la définition de la dérivée d’une fonction vectorielle permet d’écrire :

—
_ dOM
o dr

(M)

» Remarque : Une conséquence immédiate de cette définition est que le vecteur
vitesse est tangent a la trajectoire au point considéré.

La vitesse dépend du référentiel dans lequel on la calcule. En effet, un point fixe par
rapport a un référentiel 7R ne l'est plus dans un référentiel R, en mouvement par
rapport a Ry.
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. - . ,
En revanche, si on envisage un autre point fixe O alors :

— — — —
dOM _dO'O  dOM _ dOM
dt  dt dt  dr

La vitesse d’'un point M dans un référentiel R est indépendante du point fixe choisi
dans ce référentiel.

Comme la position, la vitesse évolue au cours du temps. On obtient 'analogue de
I’équation horaire (qui ne porte pas de nom) en considérant I’évolution du vecteur
7 (f) au cours du temps.

On peut également s’intéresser a lallure de la courbe décrite par le vecteur
vitesse en définissant 1'hodographe. 11 s’agit du lieu des points P tels qu'a chaque

nstant : R
OP() = 7V (f)

3.4 Accélération
L accélération est, par définition, la dérivée du vecteur-vitesse ou encore la dérivée
seconde du vecteur-position par rapport au temps :
—
dv (M)  d*OM
dt dr

@ (M) =

4. Expressions de la vitesse et de 'accélération
4.1 Coordonnées cartésiennes
On part du vecteur-position :

OM = x(i)i; + y(1) 7,

L. — —
et on dérive par rapport au temps sachant que les vecteurs uy et u, sont constants au
cours du temps.

Donc la vitesse s’écrit :

_ dOM _
( ):T:xux—i—yuy
tant x dx t) dy
en notant X = — et y = —.
ar T
De méme pour 'accélération :
dvi)
@ (M) = —— = =+ iy
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Expressions de la vitesse et de 1’accélération

Lo dx . dy
en notant x = —— et

a2 VT ae

4.2 Coordonnées polaires

Le vecteur-position s’écrit :
SN .
OM = r(t)u, (f)

& Le vecteur Uy évolue au cours du mouvement du point M.

On en déduit I'expression de la vitesse :

_dO—J\>/I_dr_>+ dw, _dr,  dw do

N
v (M —u, tr = u, +r —
( dt dt de  dt de dr
. . , . dr de¢
soit en utilisant les résultats vus au paragraphe 2.2 et notant i = X et 6 = T

V(M) = iu, + r0ug

On peut retrouver ces résultats géométriquement : il suffit de sommer les déplace-
ments élémentaires correspondant aux variations de chacune des variables pendant un
intervalle de temps dt. On se reportera aux résultats obtenus précédemment pour les
expressions des déplacements élémentaires en coordonnées polaires.

Pour laccélération, on dérive expression obtenue pour la vitesse :

d7 (M duw, . dé . dug
:7Vd(t ):i7,+ifdb; +i'0u_,g)+rau_,9>+r0§

soit en introduisant les dérivées des vecteurs unitaires par rapport a 'angle de rotation :

dw do . ) . dig 6
(M) :%7,+'rd2 o +'70u—9>+70u—9)+70£5

= i1y + iug0 + i@y + 10y + 10 (—u) 0

@ (M)

et finalement : . . .
T M) = (7 —r0%) u + (200 + 1) ug
& .. d%0

. r
ennotant r = — et = —.
dr? dr?
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Chapitre 4 — Cinématique du point matériel

4.3 Remarque : différence entre base de projection et référentiel

Les résultats qui viennent d’étre obtenus permettent de souligner la différence entre
base de projection (ou repere) et référentiel.

Le vecteur-vitesse en coordonnées polaires s’écrit v (M) = i1, + r@ug. On obtient
les composantes de la vitesse dans cette base de projection qui suit la particule dans
son mouvement.

En revanche, il ne s’agit pas d’'un référentiel mais d’une base de projection qui se
déplace comme le point considéré.

La vitesse doit donc étre définie relativement a un référentiel et non par rapport a
une base de projection. Un référentiel est 1ié a un observateur muni d’un systéme
d’axes. Une base de projection n’est qu’un outil permettant d’exprimer des équations
vectorielles comme un ensemble d’équations scalaires plus faciles 4 manipuler. Elle
n’est pas attachée a un observateur : ce n’est qu’un systéme d’axes dont les directions
peuvent varier au cours du temps (Cf. base polaire). On pourra donc pour un méme
rétérentiel choisir une base de projection ou une autre suivant la commodité qu’elle
apporte pour I’étude du mouvement. Il ne s’agit plus alors que d’aspects géométriques.

Par exemple, si on considere la rotation d’un point matériel sur un cercle, on choisira
naturellement comme référentiel celui dans lequel le cercle est fixe. La base de pro-
jection pourra étre soit la base fixe des coordonnées cartésiennes, soit la base mobile
des coordonnées polaires.

Si on choisit comme référentiel d’étude celui qui suit le point matériel dans son
mouvement, la vitesse du point matériel y est nulle. Ce dernier n’a donc pas grand
intérét pour ’étude de la trajectoire du point matériel.

5. Exemples de mouvements

5.1 Mouvements rectilignes
a) Définition
Un mouvement est dit rectiligne s’il correspond a un déplacement le long d’une droite

fixe dans le référentiel d’étude. Dans ce cas, les vecteurs vitesse et accélération sont
portées par la droite sur laquelle s’effectue le mouvement.

Le systtme de coordonnées le plus adapté est celui qui privilégie un axe qui sera la
droite. Il est donc naturel de choisir les coordonnées cartésiennes.

b) Cas du mouvement rectiligne sinusoidal

Si on choisit une base de coordonnées cartésiennes dont 'axe Ox est 'axe selon
lequel s’effectue le mouvement, un mouvement rectiligne sera également sinusoidal
si I’équation horaire du mouvement est :

x(t) = Xy cos (wt + @)
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Exemples de mouvements

On notera que, dans ce cas, la vitesse et I'accélération sont également sinusoidales :

™
V() = ve(t) uy = —Xowsin (wt + @) 1, = Xow cos <wt + @+ 5) .
T = at) uy = —Xow? cos (wt + @) u, = Xow? cos (wt + ¢ + 7)1,

Position et vitesse ainsi que vitesse et accélération sont en quadrature de phase c’est-
a-dire que x(f) et v,(f) ainsi que v, (f) et a,(f) sont déphasés de — tandis que position et
accélération sont en opposition de phase a savoir que x(f) et a,(f) sont déphasés de 7

Ce sera par exemple, le cas d’un point matériel attaché a un ressort et contraint a se
déplacer sur une droite.

5.2 Mouvements a accélération constante

N T . — - A
Un mouvement est a acceleratlon constante si a@ = A ou A est un vecteur constant

indépendant du temps.

s . . -, . — = = — .
Lexpression de la vitesse est alors par intégration : v (f) = A+ vy ou vy est la vitesse
a l'instant t = 0.

On en déduit que :
- i d — .o,
e le mouvement est rectiligne si A et vy sont colinéaires,

. ) s . -
e sinon le mouvement s’effectue dans le plan défini par les vecteurs A et 7 passant
par la position occupée par le point matériel a I'instant initial.

Ce sera par exemple, le cas d’'un point matériel en chute libre en I'absence de tout
frottement.

5.3 Mouvements uniforme, accéléré et décéléré
On distingue trois types de mouvements suivant I’évolution de la norme du vecteur
vitesse :

e les mouvements uniformes :
un mouvement sera dit uniforme si la norme du vecteur vitesse est constante,
e les mouvements accélérés :
un mouvement sera dit accéléré si la norme de la vitesse augmente,
e les mouvements décélérés :
un mouvement sera dit décéléré si la norme de la vitesse diminue.
On peut interpréter ces définitions a partir de 'orientation relative des vecteurs vitesse
et accélération. En effet, on a :
—
dv? d H v ( H dv' (M)
de de dt

en notant @ I'angle entre les vecteurs vitesse v (M) et accélération @ (M).

=27 (M). =27 (M). @ (M) = 2v(M)a(M) cos
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Chapitre 4 — Cinématique du point matériel

On suppose qu’il y a mouvement donc que v(M) # 0. On en déduit que :

e pour les mouvements uniformes a(M) = 0 ou a = +7 (c’est-a-dire que les
vecteurs vitesse et accélération sont perpendiculaires),

e pour les mouvements accélérés cosa > 0 soit o € [O, %]

2
e pour les mouvements décélérés cosa < 0 soit a € [%, 7T].

(M)
N (M)
N
V(M) 7 (M)
(a) (b)

Figure 4.7 Positions relatives des vecteurs vitesse et accélération pour les mouvements
accélérés (a) et décélérés (b).

Dans le cas d’'un mouvement rectiligne ou les vecteurs vitesse et accélération sont
colinéaires (¢ = 0), on a :

e un mouvement uniforme si a = 0,
s12 .2 2 > —> A
e un mouvement accéléré si v’ (M) et a’ (M) sont de méme sens,

s s12. s 2 = — 7
e un mouvement décéléré si v (M) et a (M) sont de sens opposé.

@ (M)

7 (M) V(M)
(@)

Figure 4.8 Mouvements rectilignes accéléré (a) et décéléré (b).

2
Dans le cas ot —— est constant et non nul (ce qui correspond également a la constante

du produit scalaire des vecteurs vitesse et accélération), on parle de mouvement uni-
formément accéléré ou uniformément décéléré.

On notera que dans le cas d’'un mouvement rectiligne, il est uniforme si le vecteur
accélération est nul puisque ce vecteur doit étre a la fois colinéaire au vecteur vitesse
du fait du caractére rectiligne et perpendiculaire a ce méme vecteur vitesse du fait du
caractere uniforme.
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Exemples de mouvements

5.4 Mouvement circulaire

a) Définition

Un mouvement est dit circulaire si le point M se déplace sur un cercle fixe de centre
O et de rayon R. La trajectoire est incluse dans le cercle.

Les coordonnées les plus adaptées a la description du mouvement sont naturellement
les coordonnées polaires. Dans cette base de projection, les équations horaires du

mouvement sont :
r = R = constante

0(1) = (Ox, OM)

b) Expression de la vitesse
Dans ce cas, on a:
— R
OM = Ru;(t)
En dérivant, on obtient le vecteur vitesse :
V(M) = ROug
On notera que le vecteur vitesse est orthoradial.

On appelle vitesse angulaire la quantité : w = 6. Le module de la vitesse s’écrit alors :
v = Rw.

Dans le cas d’'un mouvement uniforme, la vitesse angulaire @ est constante puisque v
et R sont constants.

c) Expression de l'accélération

Le vecteur vitesse s’écrit :
V(M) = RO(0)ug ()

En suivant la méme démarche que pour obtenir I’expression de 'accélération en coor-
données polaires, on en déduit, par dérivation par rapport au temps, ’expression de
laccélération (on rappelle que R est constant) :

o (M . dm .. dm . .
TM) = % — RO + Reddif — ROW + Rﬁ%% — ROW, — RO*TW

On peut noter que dans le cas d’'un mouvement circulaire uniforme les vecteurs a (M)
et 7 (M) sont orthogonaux, donc :

dw 0
dt
La vitesse angulaire w = 6 est constante.
> Remarque : Par consequent, I'accélération est uniguement suivant u,. On retien-

dra qu’elle n'est pas nulle car le vecteur vitesse change de direction et n’est donc pas
constant.
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A. Applications directes du cours

D Test d’accélération d’une voiture

Une voiture est chronométrée pour un test d’accélération avec départ arrété (vitesse initiale
nulle).

1. Elle est chronométrée a 26,6 s au bout d’une distance D = 180 m. Déterminer ’accéléra-
tion (supposée constante) et la vitesse atteinte a la distance D.

2. Quelle est alors la distance d’arrét pour une décélérration de 7 m.s™2?

B Interpellation pour vitesse excessive

Un conducteur roule 4 vitesse constante v sur une route rectiligne. Comme il est en exces de
vitesse 2 110 km.h™!, un gendarme a moto démarre a I'instant ot la voiture passe a sa hauteur
et accélére uniformément. Le gendarme atteint la vitesse de 90 km.h™! au bout de 10 s.

1. Quel sera le temps nécessaire au motard pour rattraper la voiture ?
2. Quelle distance aura-t-il parcourue ?

3. Quelle vitesse aura-t-il alors atteinte ?

B Satellite géostationnaire

Un satellite géostationnaire est en mouvement circulaire unirforme autour de la Terre. II res-
2

sent une accélération a = go| — | , ou R = 6400 km est le rayon de la terre, g = 9, 8 m.s 2
r

et r le rayon de l'orbite. La période de révolution du satellite est égale a la période de rotation
de la terre sur elle-méme.

1. Calculer la période T de rotation de la Terre en secondes, puis la vitesse angulaire ().

2. Déterminer laltitude de I'orbite géostationnaire.

D Mouvement sur une ellipse

Un point se déplace sur une ellipse d’équation carté-
N 7\2

sienne (—) + <—> = 1. On note 6 'angle que fait

N a b

OM avec I'axe Ox.

1. Les coordonnées d’un point M sur Uellipse peuvent
s’écrire x(f) = a cos(wt + @) et y(f) = Bsin(wt + ) ou
I'on suppose que w est une constante.

a) A t = 0, le mobile est en M. Déterminer @, ¢ et .
b) Des autres données, déduire .

2. a) Déterminer les composantes de la vitesse (x, y) et de Paccélération (x,y) dans la base
cartésienne.

= - . ~ ’ -
b) Montrer que I'accélération est de la forme @ = —kOM ou k est i déterminer.

100



B Slalom entre des cheminées ; Star Wars, épisode 2

Dans cet épisode de la Guerre des
Etoiles, on peut assister 4 une course
poursuite de « speeder » entre des chemi-
nées d’usine. On suppose que le véhicule

cheminée

suit une trajectoire sml}sm}dale de sla}om O heminée

entre les cheminées alignées selon I'axe

Ox. Elles sont espacées d’une distance

L =200 m.

1. Le véhicule conserve une vitesse vy constante selon Ox. Il met un temps t, = 12 s pour

revenir sur 'axe apres la sixieme cheminée. En déduire la vitesse vy. Effectuer Iapplication
numérique.

2. Déterminer 'amplitude de la sinusoide pour que l'accélération reste inférieure a 10¢ en
valeur absolue, avec ¢ = 9, 8 m.s~2. Que penser des valeurs obtenues ?

B. Exercices et problémes

D Courses entre véhicules radio-commandés

Deux modéles réduits de voitures radio-commandées ont des performances diftérentes : le
premier a une accélération de 4,0 m.s~ !, le second de 5,0 m.s™". Cependant l'utilisateur de
la premiére voiture a plus de réflexes que celui de la seconde, ce qui lui permet de la faire
démarrer 1, 0 s avant le second.

1. Déterminer le temps nécessaire au véhicule a plus grande accélération pour rattraper autre.

2. Les deux modeles réduits participent a des courses de 100 m et 200 m. Est-il possible que
le perdant du 100 m prenne sa revanche au 200 m?

3. Calculer pour les deux courses la vitesse finale de chacun des véhicules.

D Parcours d’un cycliste sur un vélodrome

On s’intéresse a un cycliste, considéré comme un point matériel M, qui s’entraine sur un
vélodrome constitué de deux demi-cercles reliées par deux lignes droites (figure ci-dessous).
Données : L = 62 m et R = 20 m. Le cycliste part de D avec une vitesse nulle.

D
@
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Chapitre 4 — Cinématique du point matériel

1. II exerce un effort constant ce qui se traduit par une accélération constante a; jusqu’a
Pentrée E; du premier virage. Calculer le temps t5, de passage en E; ainsi que la vitesse Vg,
en fonction de a; et L.

2. Dans le premier virage, le cycliste a une accélération tangentielle (suivant 1) constante
égale a;. Déterminer le temps fg, de passage en S; ainsi que la vitesse vg, en fonction de a;, L
et R.

3. a) De meéme, en considérant accélération tangentielle constante tout au long du premier
tour et égale a a4y, déterminer les temps fg,, fs, et fp (aprés un tour), ainsi que les vitesses
correspondantes.

b) La course s’effectue sur quatre tours (1 km) mais on ne s’intéresse donc qu’au premier
effectué respectivement en T; = 18, 155 s (Temps du britannique Chris Hoy aux Champion-
nats du monde de 2007). Déterminer la valeur de P'accélération a; ainsi que la vitesse atteinte
en D. La vitesse mesurée sur piste est d’environ 60 km.h™! que doit-on modifier dans le
modele pour se rapprocher de la réalité ?

B La course poursuite

Quatre robots repérés par les point A, B, C et D sont initialement aux sommets d’un carré
de coté a, de centre O. Le robot A est programmé pour toujours se diriger vers B avec une
vitesse de norme constante v, de méme B se dirige toujours vers C a vitesse v, C vers D et D
vers A avec la méme vitesse. On s’intéresse au mouvement de A (les trois autres s’en déduisent
par rotation).

1. En utilisant des coordonnées polaires de centre O, déterminer les équations paramétriques
r(f) et 6(f) du mouvement de A en fonction de ¢, v.

2. Déterminer I'instant d’arrivée en O.

D Mouvement de I’extrémité d’une barre, d’aprés ENAC 2003

Une barre rectiligne AB de longueur 2b se déplace dans le référentiel R repéré par
(O, uy, 7;, u2) de telle sorte que (figures 4.9 et 4.10) :

e son extrémité A se trouve sur le demi-axe positif Oz;

e son extrémité B décrit le demi-cercle du plan (xOy) de centre (0, b, 0) et de rayon b, a la
vitesse angulaire @ constante et positive. A 'instant t = 0, B se trouve en O.

C X
Figure 4.10

Figure 4.9
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L’exercice ne nécessite aucune connaissance de mécanique du solide.
1. Déterminer la durée T du mouvement.
, — — , . . .
2. a) On note ¢ 'angle (OI, OB). Déterminer une relation simple entre ¢ et 6.

b) Etablir les expressions en fonction du temps ¢ des coordonnées polaires r et 6 de B

(figure 4.10).
. — —_— .
3. a) Déterminer 'angle @ = (AO, AB) en fonction de w et .
b) Décrire le mouvement de la barre entre I'instant initial et I'instant final.
4. Calculer les coordonnées cartésiennes X, Y et Z du milieu J de la barre.

’ . . —_— ’17 . —_— . .
5. a) Déterminer la vitesse v" et 'accélération “a” de J, ainsi que leurs normes.
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Principes de la
dynamique
newtonienne

Dans le chapitre précédent, on ne s’est intéressé qu’aux aspects cinématiques a savoir
lanalyse du mouvement et la description des liens entre les divers vecteurs décrivant
ce dernier (position, vitesse, accélération). On ne s’est jamais posé la question de
déterminer les causes et 'origine du mouvement. C’est ce point qui va maintenant
étre envisagé. Cela conduira a introduire la notion de force ainsi qu’'a énoncer les
trois lois de Newton. Avant cela, il est nécessaire de définir des éléments cinétiques
du systeme dont on n’avait aucune utilité en cinématique.

1. Eléments cinétiques d’un point matériel
1.1 Masse

D’un point de vue cinématique, un point matériel est décrit a I'aide des vecteurs
position, vitesse et accélération. Cependant quelques exemples de la vie courante
mettent en évidence que le comportement d’un corps ne dépend pas uniquement de
ces parameétres cinématiques. Ainsi un joueur de ping-pong sera dans I'impossibilité
de renvoyer la balle si celle-ci est remplacée par une boule de billard. De méme, si un
enfant joue avec des boules de pétanque, il ne pourra pas lancer celles-ci tres loin. 11
est donc nécessaire d’introduire une grandeur physique mesurant la capacité du corps
a résister au mouvement qu’on souhaite lui imposer. Cette propriété correspond a
I'inertie du systéme.

La grandeur introduite est fondamentale au niveau dynamique et s’appelle masse inerte
ou masse inertielle du corps. Il s’agit d’un scalaire positif qui est d’autant plus grand que
le corps s’oppose au mouvement. Son unité légale est le kilogramme, de symbole kg.
On constate expérimentalement que cette grandeur est proportionnelle 3 la quantité
de matiére composant le corps. C’est donc une grandeur additive, c’est-a-dire que la
masse de 'ensemble formé par deux corps est égale a la somme des masses de chacun
d’entre eux.
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Notion de force

La mesure de cette grandeur s’obtient en pratique a I'aide d’une balance en utilisant
la mesure du poids du corps : p = mg ot m est alors la masse pesante. Plusieurs
problémes apparaissent avec cette méthode. Tout d’abord, on verra que le champ
de pesanteur g varie a la surface de la Terre. Il serait donc a priori nécessaire d’ef-
fectuer les réglages a chaque déplacement de la balance grace a une référence. La
référence universelle est un cylindre de platine iridié qui constitue un étalon conservé
au Pavillon de Breteuil au sein du Bureau International des Poids et Mesure ; il s’agit
de la seule référence qui est encore définie de nos jours par un étalon. Le deuxiéme
point plus crucial encore est ’hypothése selon laquelle masse inertielle et masse pesante
(celle qui apparait dans I'expression de I'interaction gravitationnelle et donc dans celle
du poids) ne sont qu'une seule et méme grandeur. On reviendra ultérieurement sur
ce point et on admet pour 'instant ’égalité des masses inertielle et pesante.

Il s’agit d’'une grandeur intrinseque au point matériel et indépendante du référentiel
dans lequel on se place.

1.2 Quantité de mouvement

La quantité de mouvement est une grandeur introduite par Isaac Newton pour formuler
les lois de la mécanique portant son nom. Elle est définie par le vecteur :

7/ RM) = mv (M)

pour un point de masse m et de vecteur vitesse 7/R(M) par rapport a un référentiel R.

Contrairement a la masse, cette quantité dépend du référentiel dans lequel on travaille
puisqu’elle est fonction de la vitesse dans ce référentiel.

2. Notion de force

On s’intéresse dans ce paragraphe aux causes et a I'origine des mouvements et/ou
de leur modification, c¢’est-a-dire aux interactions mécaniques entre le systeme et le
milieu extérieur.

2.1 Point isolé

On dit qu’un point matériel est isolé lorsqu’il n’est soumis a aucune interaction méca-
nique avec l'extérieur.

Cette définition a-t-elle une réalité physique ? Il est en effet difficilement imaginable
de soustraire un point matériel a I'influence de tout ce qui U'entoure. Le caractére isolé
n’est donc qu’un modele utilisé en mécanique. Dans le cadre de ce dernier, un point
matériel sera considéré comme isolé lorsque toutes les interactions auxquelles il est
soumis sont négligeables a I’échelle envisagée.

Dans la suite du paragraphe, on considére un systéme non isolé.
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2.2 Définition de la notion de force

Un systeme peut étre mis en mouvement ou, s’il est déja animé d’'un mouvement,
ce dernier peut étre modifié. Dans ce cas, il convient de rechercher les causes de la
« modification » de I’état ou de la trajectoire d’un systeme. Cela conduit a définir la
notion de forces :

On appelle force la grandeur vectorielle décrivant I'interaction capable de modifier
et/ou de produire un mouvement ou une déformation du systéme.

La force est décrite par un vecteur; le caractere vectoriel de la force apparait dans des
expériences simples. Par exemple, lorsqu’on tire sur un ressort, on constate que ce
dernier se déplace le long d’une direction et dans un sens qui sont ceux de l'effort
ou de la force qu’on exerce sur lui. Son allongement est d’autant plus grand que
la force est importante. Trois parametres : direction, sens et intensité interviennent
pour déterminer I'action exercée sur le ressort. Un vecteur défini par ces trois mémes
parametres décrit la force. Il faudra donc donner la direction, le sens et la norme d’une
force pour la connaitre parfaitement.

On distingue deux grandes catégories de forces :
e les forces a distance,
e les forces de contact.

On va donc aborder successivement ces deux types d’interactions.

2.3 Forces a distance

Actuellement on considére quatre types d’interaction a distance entre particules.

a) Interaction électromagnétique
Il s’agit de 'interaction entre particules chargées électriquement.

Cette interaction est décrite dans le cadre des équations de Maxwell qui sont 4 la base
de tout I'électromagnétisme. On ne va pas s’intéresser ici a ces équations qui seront
étudiées dans le cours de seconde année. La détermination des champs électriques
et magnétiques dans le cas de distributions de charges et de courants permanents sera
vue dans la partie consacrée a I’électromagnétisme statique du programme de premiere
année.

Ce qui importe ici est I'influence mécanique d’un champ électrique et d’'un champ
magnétique sur une particule de charge ¢ sans tenir compte de Iorigine des champs.
Dans un référentiel R, la force subie par une particule de charge g et de vitesse 7/72

- N z - =4 N ’ - ’ -
soumise a un champ électrique E et a un champ magnétique B est décrite par la
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force de Lorentz :
— SN —

Cette force tradult les interactions entre particules chargées dans la mesure ou les
champs électrique E et magnétique B sont créés par des particules chargées, immo-
biles ou en mouvement, ces champs dépendant a priori du point et du référentiel.

Dans le cas particulier de 'électrostatique ou on ne s’intéresse qu’a des particules
chargées immobiles, I'interaction prend la forme plus simple de la loi de Coulomb. La
force subie par une charge ¢, placée en M, du fait de la présence en M; d’une charge
q1 s’écrit :

e 1 q1q2 —_—>

Fi_; = M M:
=2 4meg (]\/[1]\/12)3 e

en notant gy = 8, 854.107 12 Em ™! la permittivité diélectrique du vide. On retrouve
la formulation de la force de Lorentz en notant que :

—_— 1 q1 —
Fi_, = 7M1M2 = qpEi_»

4778() (M1 Mz)

Dans cette expression, on ne fait que préciser Uexpression du champ électrique créé
par la charge ¢; placée en M, a Pendroit ou se trouve la charge ¢». C’est cette expres-
sion qui permet de définir la notion de champ électrique.

On constate dans le cas de la loi de Coulomb la portée infinie de I'interaction élec-
trostatique. Il s’agit d’un résultat général pour 'ensemble des interactions électroma-
gnétiques. Ce type d’interaction est particulierement important car il est a 'origine
d’un tres grand nombre de phénomenes courants a notre échelle (a 'exclusion des
phénomenes gravitationnels). En effet, outre les phénomeénes purement électriques
ou magnétiques (dont le chapitre sur le mouvement des particules chargées donnera
quelques exemples), l'interaction électromagnétique est responsable des liaisons chi-
miques entre atomes d’une molécule ou d’un ion, des interactions entre constituants
de la matiere (atomes, molécules, ions) qui en assurent I’organisation et la cohésion ou
encore des ondes électromagnétiques qui sont a I'origine des phénomeénes optiques,
des transmissions radios, etc.

b) Interaction gravitationnelle

I s’agit d’'une autre interaction a portée infinie qui intervient cette fois entre toutes
particules possédant une masse dite gravitationnelle. Elle est décrite par la loi d’attrac-
tion universelle de Newton :

Tout point matériel de masse m; attire tout point matériel de masse m, avec une
force dirigée le long de la droite qui les relie. Cette force varie comme I'inverse du

107



Chapitre 5 — Principes de la dynamique newtonienne

carré de la distance entre les particules et proportionnellement au produit de leurs
masses.

La notion de masse gravitationnelle est définie a partir de cette loi d’attraction uni-
verselle : on constate expérimentalement que la force d’interaction est d’autant plus
importante que la quantité de matiere du systéme est grande. Il est donc nécessaire
d’introduire une grandeur scalaire mesurant la quantité de matiére du systéme, cette
grandeur est appelée masse gravitationnelle.

L’interaction gravitationnelle se traduit donc par la force s’exercant sur la masse my
située au point M, du fait de la présence de la masse my placée en M, :

mmy; —
S M M,

—
Fra=-G "
(M Mo)

en notant G = 6,67.107'"" N.m? kg2 la constante de gravitation. On peut noter
I’analogie entre les expressions de I'interaction gravitationnelle et de I'interaction élec-
trostatique. La différence essentielle provient du fait que I'interaction électrostatique
peut étre attractive ou répulsive alors que I'interaction gravitationnelle n’est qu’attrac-
tive. En effet, les charges électriques peuvent étre de méme signe ou de signe contraire
tandis que les masses sont toujours de méme signe, a savoir positives.

c) Interaction nucléaire forte

Il s’agit de I'interaction qui assure la cohésion des noyaux par des forces entre neutrons
et protons. Elle concerne donc les particules élémentaires. Elle a été imaginée pour
expliquer I'existence de noyaux stables. Elle s’applique aux quarks et aux particules
formées de quarks de la famille des mésons (méson K, méson 7...), des baryons (pro-
ton, neutron...) ou des hypérons (particule A, 0...). Elle n’affecte pas la famille des
leptons dont fait partie I’électron.

Sa portée est faible, de I'ordre du fermi (1 fermi = 107> m). Elle ne s’exerce qu’au
sein du noyau ou au sein des étoiles a neutrons qui sont suffisamment compactes pour
que les particules soient assez proches pour subir ce type d’interaction.

Il s’agit d’une interaction cent fois plus intense que l'interaction électromagnétique,
ce qui lui a donné son nom.

d) Interaction nucléaire faible

Elle est d’une intensité de 'ordre de 107> fois plus faible que Iinteraction forte, ce
qui explique la dénomination employée.

Elle est également de trés faible portée de I'ordre de 107 3 10717 m et concerne les
constituants des noyaux atomiques.

Elle est responsable notamment de la désintégration 8 d’un neutron en un proton, un
électron et un neutrino.
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e) Unification des interactions

Le souhait d’obtenir une théorie unique pour rendre compte de 'ensemble de ces
quatre interactions est trés ancien. En 1967, Samuel Weinberg et Abdus Salam (prix
Nobel en 1979) ont proposé un modele électrofaible unifiant les interactions faible

et électromagnétique. Cette théorie a été vérifiée expérimentalement en 1983. A ce
jour, aucune théorie unificatrice n’a été établie malgré de nombreuses recherches.

f) Quelles interactions considére-t-on ?

Les interactions forte et faible sont négligeables au niveau macroscopique. Dans la
suite, on n’en tiendra pas compte puisqu’on se placera a cette échelle de taille. Il suffit
ici de savoir que ces interactions existent et permettent d’expliquer des phénomenes
incompréhensibles quand on ne considére que les interactions électromagnétique et
gravitationnelle.

2.4 Forces de contact

Par opposition aux forces étudiées au paragraphe précédent qui avaient une action a
distance, on s’intéresse maintenant aux actions qui n’existent que lors d’'un contact
entre systemes.

a) Définition
Lorsqu’un point matériel n’est soumis qu’a des forces a distance, on dit qu’il est libre :
sa trajectoire n’est pas astreinte a rester dans une zone plus ou moins confinée de

Pespace. Cest le cas par exemple d’'un corps qui tombe dans le champ de pesanteur
en Pabsence de tout frottement.

On s’intéresse maintenant aux forces qui n’interviennent qu’en présence d’un contact
du point matériel avec un solide ou un fluide. On aura alors essentiellement des forces
de liaison et des forces de frottement.

I1 n’existe pas de théorie permettant de déterminer les forces de contact a 'aide de
considérations microscopiques qu’on pourrait étendre a I’échelle macroscopique. Tout
ce qui va suivre ne sera donc qu’une approche phénoménologique, c’est-a-dire obte-
nue expérimentalement, et valable uniquement dans le méme contexte.

b) Tension d’un fil

Un fil de masse négligeable prend une forme rectiligne dés qu’il est tendu. On
observe que la tension est la méme en tout point du fil et que sa valeur dépend du
mouvement du point. Dans le cas ou le fil n’est plus tendu, la tension est nulle.

On modélise ces observations en considérant que la force exercée par un fil tendu
sur un objet auquel il est attaché est équivalente a une tension T appliquée au point
d’attache, dirigée le long du fil dans la direction de I'objet vers le fil et dont la norme
dépend des autres forces appliquées.
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c) Tension d'un ressort

Les ressorts envisagés dans la suite du cours et dans les exercices sont supposés parfaite-
ment élastiques, c’est-a-dire qu’on peut négliger leur masse et qu’apres une élongation
ou une compression, ils reprennent leur forme et leur longueur initiales.

On constate alors que la tension qu’un ressort
exerce sur un objet auquel il est accroché s’ap-
plique au point d’attache, le long du ressort, 77 —
dans une direction opposée a son « allonge-
ment » (qui pourra étre un réel allongement _
ou une compression) et que son intensité est Al
proportionnelle a 'allongement.

On pourra donc adopter le modeéle suivant : ®

— _ m

F = —kAIW oy Figure 5.1 Définition de la
ou : tension d’un ressort.

e k est une constante de proportionnalité caractéristique du ressort utilisé et appelée
raideur du ressort, exprimée en N.m ™! dans les unités du systéme international,

® T, est un vecteur unitaire paralléle au ressort, toujours orienté vers 'extérieur du
ressort,

e Al =1—I est 'allongement du ressort en notant respectivement [ et [y la longueur
du ressort et sa longueur a vide.

Si Al = 1—1Iy > 0 alors le ressort est étiré (ou tendu) ; si Al = [— Iy < 0 alors le ressort

est comprimé.

La force qu’on vient de définir s’oppose a cette déformation du ressort par rapport a
sa forme au repos (c’est-a-dire sans déformation) : c’est une force de rappel.

d) Réaction d'un support solide

Un point matériel peut étre astreint a se déplacer le long d’une surface ou d’une
courbe. Son nombre de degrés de liberté ou nombre de parameétres nécessaires pour
donner sa position est alors réduit et on parle de point lié. Le support exerce alors une
force de contact.

Les actions du support peuvent étre représentées — -
. 7 3 - , - RZ\V R
par une force dite de réaction appliquée au point
de contact entre le point matériel et le support
solide. On peut la décomposer en la somme : N
—
e d’une force Ry normale, au support. " Ry
e d’une force tangentielle dite force de frotte- Figure 5.2 Définition de la
e 2 : ’ M
ment R appartenant au plan tangent au sup- réaction d'un support solide.

port.
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— —
R =Ry + Rt
s, 7 — P z ’ .
Les propriétés des deux composantes Ry et Ry sont énoncées par les lois de Coulomb
données ici a titre indicatif. On distingue deux cas :

e en I'absence de frottement, la réaction du support est normale a ce dernier :
— =

Rr=20
et Ry est déterminée par les autres forces en présence,

—
e en présence d'un frottement, quand il y a mouvement, la force de frottement R
a la méme direction et est de sens opposé a la vitesse du point matériel. Sa norme
. N , . P
est proportionnelle a celle de la réaction normale Ry :

— —
IRz = flIRN

ou f est le coefficient de frottement dynamique.

Dans tout ce qui précede, il faut que le contact reste établi donc qu’il existe une
réaction normale, ce qui se traduit par la condition suivante :

Ry >0

Deés que la composante normale de la réaction s’annule (Ry = 0), le contact cesse.

L origine physique de ces forces se situe au niveau des interactions électromagnétiques
entre les molécules du support et celle du systeme.

e) Forces de frottement fluide

Lorsqu’un systeme se trouve dans un milieu portance?
fluide, il est souvent nécessaire de tenir
compte de forces de frottement entre le sys-
teme et le milieu dans lequel il évolue. On

—
14

arle de frottement fluide. . L.
P trainée T~ point matériel M

La force traduisant cette interaction peut se . .
P Figure 5.3 Définition de la

décomposer en deux composantes : portance et de la trainée.
e une force appelée portance qui est perpen-
diculaire a la vitesse du systéme par rapport au fluide; c’est cette force qui assure

aux avions la possibilité de se maintenir en altitude ;

e une force dite de trainée, ?, de sens opposé a la vitesse du systéme par rapport au
fluide. On adopte généralement un modele ou la norme de cette force est propor-
tionnelle a la vitesse du systéme par rapport au fluide lorsque celle-ci est faible et
au carré de cette vitesse quand elle devient plus importante.
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Aux faibles vitesses, on écrit :

ou A est une constante.
Aux plus fortes vitesses, 'expression devient :

? =-\Nv7

ot A’ est une constante proportionnelle dans le cas d’un solide 4 un coefficient noté
C.., appelé coefficient de tratnée, dépendant de la forme du solide, ainsi qu’a la masse
volumique p du fluide dans lequel s’effectue le mouvement. A titre d’exemple,
voici quelques valeurs classiques du coefficient de trainée, coefficient traduisant la
capacité du systeme a pénétrer dans le fluide, ici I'air :

e pour une sphere lisse C, ~ 0, 4,

e pour une voiture C, ~ 0, 3,

e pour une balle de fusil C, ~ 0, 03.
Aux vitesses intermédiaires ou aux vitesses tres élevées, il n’y a plus de modéles
simples.

Le critére définissant la limite entre vitesses faibles et grandes vitesses sera vu dans le
cours de mécanique des fluides de seconde année (PC et PSI).

3. Les trois lois de Newton de la dynamique

Ces trois lois de Newton constituent la base de la dynamique newtonienne et de la
mécanique classique (par opposition a la mécanique quantique ou relativiste). Il s’agit
de principes au sens ou ces lois sont postulées et non démontrées théoriquement.
Elles sont donc considérées comme valables tant que 'expérience n’a pas contredit les
conséquences qu’on peut déduire théoriquement de ces postulats. Ce sont justement
les écarts entre certaines observations expérimentales et les prédictions théoriques
issues des principes de Newton qui ont conduit a I'édification des théories de la
mécanique quantique et de la mécanique relativiste en posant des principes différents
de ceux de Newton. Pour les problemes envisagés ici, elles sont bien évidemment
valables.

3.1 Premiére loi de Newton : principe d'inertie

a) Enoncé du principe d‘inertie

Il existe des référentiels privilégiés appelés référentiels galiléens dans lesquels un point
matériel isolé est animé d’'un mouvement rectiligne uniforme, c’est-a-dire que les
vecteurs vitesse et quantité de mouvement sont constants au cours du temps.
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b) Interprétation du principe d'inertie

Le principe d’inertie formule 'existence de référentiels particuliers : les référentiels
galiléens dont il fournit une définition a partir du mouvement d’'un point matériel
isolé. On constate donc la différence essentielle apportée par la dynamique vis-a-vis
de la cinématique : les référentiels ne jouent plus tous le méme role.

Le principe d’inertie est un postulat initialement formulé par Galilée et repris par
Newton. On reviendra en deuxiéme période sur la recherche d’un référentiel galiléen.
Pour I'instant, on admet qu’il existe au moins un tel référentiel.

Ces référentiels sont tous en translation rectiligne uniforme les uns par rapport aux
autres comme on le verra en seconde période.

3.2 Deuxiéme loi de Newton : principe fondamental
de la dynamique

Ayant admis I'existence d’'un référentiel galiléen au paragraphe précédent, on se place
maintenant dans ce référentiel.

a) Enoncé du principe fondamental de la dynamique

Dans un référentiel galiléen, la dérivée par rapport au temps du vecteur quantité de
mouvement est égale a la somme des forces s’exercant sur le point matériel.

Mathématiquement, cela se traduit par la relation :
dp /R
=27

b) Interprétation

Ce principe relie donc un terme cinétique, la dérivée du vecteur quantité de mou-
vement, a un terme dynamique, la somme des forces traduisant les interactions subies
par le point matériel.

Cette relation peut étre utilisée dans les deux sens :

e obtenir la description cinématique du mouvement connaissant les forces subies par
le point matériel,

e déterminer a partir de la connaissance du mouvement la somme des forces s’exer-
cant sur le point matériel.

Le principe fondamental de la dynamique est également appelé « relation fondamen-
tale de la dynamique » ou « théoréme de la quantité de mouvement ».

On préférera dans la suite 'expression de « principe fondamental de la dynamique »
pour souligner qu’il s’agit d’'une loi postulée, non démontrée mais vérifiée expéri-
mentalement.
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c) Premiére conséquence : cas des systémes pseudo-isolés

Les systemes pseudo-isolés sont définis comme les systémes pour lesquels la somme des
forces qui s’exercent sur eux est nulle :

»7 -7

Pour de tels systemes, le principe fondamental de la dynamique montre que la quantité
de mouvement ?/R (M) est constante au cours du temps. Ces systemes sont donc ani-
més d’'un mouvement rectiligne uniforme dans un référentiel galiléen. Ceci explique
leur dénomination : tout se passe comme s’ils étaient isolés.

d) Masse inertielle ou masse gravitationnelle

Deux notions de masse ont été introduites : la masse inertielle dans 'expression de
la quantité de mouvement et du principe fondamental de la dynamique et la masse
gravitationnelle pour I'interaction du méme nom. Il n’y a a priori aucune raison que
ces deux notions coincident.

Les premieres expériences pour établir I'équivalence entre masse inertielle m; et masse
gravitationnelle m, sont dues a Galilée. Ce dernier a constaté que deux corps pouvant
étre assimilés a des points matériels de masses inertielles différentes acquiérent au cours
d’une chute libre dans le vide une accélération identique. Le principe fondamental de
la dynamique appliqué a un tel corps donne :

— —
mia = myg

— ~ .
en notant ¢ le champ de pesanteur'. On a la méme relation pour un autre corps dont
on note les masses avec un prime. Le champ de pesanteur étant unique a 'endroit de
la mesure, I’égalité des accélérations permet d’obtenir I’égalité suivante :

mi

my

<

S

Il en résulte que masse inertielle et masse gravitationnelle sont proportionnelles. Le
choix d’'une méme unité pour ces deux grandeurs conduit alors a leur égalité.

Ce résultat a été confirmé par la suite par différents physiciens qui ont amélioré la
précision de cette proportionnalité. Ainsi en 1890, le hongrois Lorant von E6tvos
a obtenu une précision de un milliardieme a l'aide d’une adaptation de la balance
de torsion imaginée par John Michell et utilisée par Henry Cavendish pour mesurer
la constante de gravitation G en 1798. Dans les années 1960, Robert H. Dicke et

1 , P s - . , .
On donnera une définition précise du champ de pesanteur dans un chapitre du cours de mécanique de
la deuxieme période consacré au mouvement d’une particule dans ce champ.
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Vladimir B. Brazinsky ont obtenu une précision de 1 pour 10'? avec une méthode
basée sur ’étude de 'accélération du Soleil.

Cette identité entre masse inertielle et masse gravitationnelle est connue en relativité
comme le principe d’équivalence ; il s’agit d’'une équivalence fondamentale.

e) Cas particulier d'un systéme a masse constante :

Dans ce cas, il est possible de « sortir » la masse de la dérivée de la quantité de mou-
vement puisqu’il s’agit d’une constante :

dpr®) d (m7/R(M)) d v /R
de dr Z g

Le principe fondamental de la dynamique s’écrit alors a I'aide du vecteur accélération
sous la forme :

maRM) =D

& Il faut se méfier de cette formulation qui ne s'applique qu’aux systémes de masse constante.

Le cas d'une fusée qui consomme du carburant et voit sa masse diminuer ou encore celui
d’'une goutte d’eau qui tombe dans une atmosphere contenant de la vapeur d’eau et grossit
au cours du mouvement ne peuvent pas étre traités avec cette relation.

Il est donc fortement conseillé de retenir I'expression générale du principe fondamental de
la dynamique :

dp
p/R Zf

méme si, dans le cadre de la mécanique du point, la formulation avec I'accélération est
souvent suffisante.

3.3 Troisiéeme loi de Newton : principe des actions réciproques

La troisieme et derniere loi de Newton s’énonce de la maniére suivante :

—_—

si un point matériel A exerce sur un point matériel B une force f4_, g, alors le point
—

B exerce sur le point A une force fp_, 4 telle que :

) A . ) c < . .
o les forces f4—.p et fg— 4 s’exercent sur la méme droite d’action a savoir la droite
passant par A et B,

— —
® fp4 = —fa-B.

Ce principe est parfois appelé « principe de I'action et de la réaction ».
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Il est important de noter que ce principe ne concerne a priori que les points matériels.
Dans ce cas, le probléme est invariant par rotation autour de 'axe défini par les deux
points A et B. Le principe de Curie? a pour conséquence que les forces sont portées
par le méme axe. On exclut la situation suivante :

Figure 5.4 Couple de forces.

On verra lors de ’étude des dipdles électriques et magnétiques I'importance du carac-
tere ponctuel des éléments du systéme pour que ce principe des actions réciproques
soit vérifié.

Ces trois principes sont a la base de la dynamique classique ou newtonienne.

4. Résolution d'un probléme de mécanique - Exemples

4.1 Méthode de résolution

Pour résoudre un probléme de mécanique, il est judicieux de suivre les étapes sui-
vantes dans I'ordre proposé par la suite. En effet, tous les points doivent apparaitre et
la succession qui va étre énoncée satisfait a la logique du propos.

e La premicre chose 2 faire consiste 3 définir le systéme. Cela peut paraitre inutile
puisqu’on ne considére dans cette partie du cours qu’'un point matériel mais cela
deviendra fondamental dés lors qu’on envisagera des systémes un peu plus com-
plexes. En outre, il est toujours bon de préciser de quoi on parle.

e La deuxieme étape consiste a choisir le référentiel qui sera utilisé. En premiere
période, cette étape peut paraitre superflue puisqu’on se limite a I’étude de mou-
vement dans des référentiels considérés comme galiléens. Cependant en seconde
période, on verra qu’il est indispensable de connaitre le caractére galiléen ou non
du référentiel considéré avant d’établir le bilan des forces. On prendra donc des
maintenant la bonne habitude de préciser le référentiel dans lequel on eftectue
I’étude du mouvement.

e ]I faut alors établir un bilan des forces précis et complet.

2Ce principe dit que les effets et les causes présentent les mémes symétries. Il sera vu plus en détail dans

la partie sur I’électromagnétisme.
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e La derniére étape consiste a choisir la méthode de résolution. Pour l'instant,
on ne dispose que d'une méthode : le principe fondamental de la dynamique mais
on verra au chapitre suivant une méthode énergétique et en seconde période une
troisieme méthode basée sur un nouveau théoréme. Le choix sera dicté par le
probléme et la facilité avec laquelle le probleme se résout par 'une ou l'autre des
approches. Cette étape est forcément la derniére puisqu’elle nécessite de connaitre
la réponse aux points précédents.

Toute résolution d’un probléeme mécanique devra donc suivre le schéma suivant
dans cet ordre :

1. définition du systeme,
2. définition du référentiel,
3. bilan des forces appliquées,

4. choix de la méthode permettant la résolution.

4.2 Mouvement d'un point matériel dans le champ de pesanteur en l'absence
de résistance de lair

On étudie le mouvement d’un point matériel de masse m dans le champ de pesan-
teur g .

a) Equation du mouvement

On va suivre la procédure de résolution d’un probleme de mécanique décrite ci-
dessus :

1. définition du systeme : le point matériel M,
2. choix du référentiel : le référentiel terrestre que 'on considere galiléen,

3. bilan des forces : ne pas considérer la résistance de l'air revient a négliger tout
phénomene de frottements. La seule force qui s’exerce dans ces conditions sur le
—
. , . . —_—
point matériel est son poids: P =m g’.
choix de la méthode de résolution : on utilise la seule méthode connue a ce stade
a savoir le principe fondamental de la dynamique qui s’écrit :

ma =Y f =y
i

>

soit

—
a

=7 (5.1)
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On peut constater que la masse n’intervient pas dans les équations du mouvement
lorsqu’on néglige la résistance de I'air. On se souviendra que c’est cette observation
expérimentale qui a permis d’établir I’égalité des masses inertielle et gravitationnelle.

Pour poursuivre I'analyse du mouvement, il est nécessaire de préciser les conditions
initiales et par conséquent de distinguer le cas de la chute libre et celui du tir d’un
point matériel.

b) Chute libre d'un point matériel

Les conditions initiales sont les suivantes : le point matériel est laché d’une hauteur h
sans vitesse initiale.

Equations horaires du mouvement

On remarquera que la seule force qui s’exerce est dirigée selon la verticale et que par
conséquent les seules modifications du mouvement auront lieu le long de cet axe. On
peut donc se limiter a 'étude le long de 'axe vertical.

On utilise une base de projection cartésienne en choisissant I'axe Oz vertical ascendant
et on ne s’intéresse qu’au mouvement selon cet axe. L’équation du mouvement se
traduit par :

z=—g

Soit, par intégrations successives, et en tenant compte des conditions initiales (vitesse
nulle et altitude h) :
z=—gt

et

12
= ——gf+h
< 2g

On obtient donc un mouvement rectiligne uniformément accéléré le long de l'axe
vertical Oz.

Caractéristiques du mouvement
On peut étudier différentes caractéristiques du mouvement :

e durée de chute T :
On l'obtient en résolvant I’équation z = 0 soit —%gT2 +h=0dou

e vitesse du point matériel quand il touche le sol : il s’agit de la valeur de la vitesse a
I'instant t = T soit
v=gT = +/2¢h
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Cas d'une vitesse initiale verticale

On notera que lorsque la vitesse initiale est verticale, ¢’est-a-dire le long de 'axe selon
lequel peuvent se produire des modifications du mouvement, le mouvement n’est pas
intrinsequement diftérent du cas de la chute libre : il est rectiligne et uniformément
accéléré. En effet, on a alors :

z= —gt + vy

z= —Egtz—i-uot-i-h

La durée de chute est solution de I’équation

h
22222 =0
g g
v\ h
Le discriminant réduit de cette équation est : A’ = <—0) + 2—. Il est positif, on a
g g

donc deux solutions réelles :

2
. . Yo Yo h .
et seule la solution positive T'= — + — ) +2- convient.
& & &

4.3 Trajectoire d'un tir dans le vide

On s’intéresse maintenant au cas ou le point matériel est initialement animé d’une
vitesse v, faisant un angle a avec ’horizontale et ou la position initiale est (xo, 2).

Il suffit de limiter I’étude au plan xOz verti-

cal dirigé par g et la vitesse initiale 75 : les =

seules modifications du mouvement auront

lieu dans ce plan puisqu’aucune force n’a

d’action perpendiculairement a lui. Dans

ce plan, les projections de I'équation (5.1) 7

fournissent : o
x=0 O Y
. Figure 5.5 Conditions initiales
<=8 d'un tir dans le vide.
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Soit par intégrations successives et en tenant compte des conditions initiales :

X = vycosa X = xo + vptcos &

. . uis .
z=—gttysina p z:—%gtz-i-votsma-i-zo

L’équation de la trajectoire s’obtient en éliminant le temps dans les équations horaires.

De I'expression de x en fonction du temps, on tire :

X — Xo
t=—"T—
vy cOs &
Puis en reportant dans Pexpression de z :
g %0 &9
0
22—27296’2*' tana+ﬁ x+zo—xotana—27'2
2v5 cos® « Vg COs* @ 2v§ cos® a

La trajectoire est donc une parabole.

Par la suite, on prendra xy = zp = 0 par souci de simplification. L’équation de la
trajectoire s’écrit alors :

g

—272962 + xtan «
2v§ cos® a

Zz =

» Remarque : On peut également intégrer I'équation vectorielle (5.1) et obtenir :
— — — . 1—=,2 — —
vV = gt+ Vv puisOM =5 gt + vot+ OMp.

Cela permet de regrouper les deux cas et de ne projeter que pour étudier la trajectoire.

a) Hauteur maximale atteinte
Elle correspond au sommet de la parabole et s’obtient en résolvant 1’équation :

~ 2
dz —gx sina cosa v

R N +tana =0 soit Xy =
dx  vjcosta g

L’altitude maximale est alors : . 5
sin” a0 v

2g¢

Zm =

b) Portée du tir

La portée du tir correspond a ’endroit ou le point matériel retombe sur le sol qu’on
suppose plan et horizontal (donc a I'altitude =z = 0). On obtient I'expression de la
portée en résolvant I’équation :

g

r=—as—
205 cos®> a

X+ xtana = x tana—%x =0
2v; cos= a
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On obtient deux solutions :

V2 sin 2a

g

x=0 et x =

La solution x = 0 correspond a la position d’origine du tir qui appartient naturel-
lement a la trajectoire. Il est normal de la trouver mais elle ne présente pas d’intérét
icl.
La portée du tir est donc :
V3 sin 2a

g

x, =
b : W b ) 2
On note qu’elle est maximale pour @ = —. C’est d’ailleurs 'angle avec lequel sautent

les grenouilles pour retomber le plus loin possible.

c) Tir tendu ou tir en cloche

On va maintenant s’interroger sur z
la possibilité d’atteindre un point
a la méme altitude que celle ou
seffectue le tir et situé a une dis-
tance donnée d de cette origine

tir en cloche

tir tendu

du tir. Le seul paramétre variable 7 point 4 atteindre
est 'angle de tir a. 7
SN 4 2 as
D apres le paragraphe précédent, o
il faut chercher les valeurs de a o «
vérifiant 1’équation :
1/% sin 2a Figure 5.6 Les deux trajectoires possibles

¢ d’un tir dans le vide.

La résolution de cette équation conduit a deux solutions dans I'intervalle [O, %] :

Cad
a= —Arcsm—2
Yo
ou
T 1 . gd
a=—— —Arcsm—2
2 2 v

On obtient deux angles de tir possibles : la valeur la plus faible correspond au tir tendu
tandis que la valeur la plus grande est celle du tir en cloche (voir figure 5.6).
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d) Parabole de sireté

On cherche a déterminer I'ensemble des points (xg, z9) qu’il est possible d’atteindre.
Ce sera le cas si ’équation :
2 2
&% &%

0= 55 5 txptana = —=— (1 + tan® a) + Xxptan
2v§ cos* a 2v;
admet des solutions’. On résout donc ’équation en tan a suivante :

2 2

X X
g—otanza—x()tana-i-g—o +zp=0

202 2

0 0

Le discriminant de cette équation du second degré en tan a vaut
2 2
X X
A xﬁ - 4g 0 <g 0 + ZO)

2 2
2u5 \ 20

L’équation n’admet des solutions réelles (seules acceptables ici) que si : A > 0 donc
S

2 2
< Vo &0
O e
2¢  2v3

Un point pourra donc étre atteint uniquement s’il se trouve dans le plan (xOz) sous
la parabole d’équation :
s

T2 22
Cette parabole est appelée parabole de siireté. Elle relie les sommets de toutes les tra-

jectoires obtenues en faisant varier 'angle de lancement pour une vitesse initiale de
module donné.

La figure suivante représente les trajectoires pour différents angles de tir avec une
vitesse initiale de 10 m.s~! ainsi que la parabole de stireté en trait plus épais.

Pour un point situé sous la parabole de sareté, on aura deux solutions pour 'angle « :

2 T ) 2
= \/1/0 — ghxo — 2gz0v;

tan @ =
Y
-2 2 -2
3 e . 2 sin” & cos” a +sin” « 1
“On utilise le fait que 1 + tan"a =1+ —— = ~ =—.
COos~ Ccos= COs~ ¥
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2 /=
| —

Figure 5.7 Parabole de sireté.

Les angles de tir possibles pour atteindre le point considéré sont donc :

2 T 2 2
v % v/ — gox0 — 202003
£

a = Arctan

l'un correspondant au tir tendu, Iautre au tir en cloche.

On peut noter que lorsque le point considéré appartient a la parabole de sureté, le
discriminant est nul. Dans ce cas, il est possible de 'atteindre mais il n’y aura qu’une
2
. , . . v
seule valeur possible pour 'angle de tir a savoir Arctan (—O .
g

4.4 Mouvement d'un point matériel dans le champ de pesanteur en présence
de résistance de lair

a) Influence de la résistance de l'air sur la chute d’un point matériel

On n’a pas tenu compte dans I'étude précédente de la résistance de l'air et plus géné-
ralement du milieu dans lequel s’effectue le mouvement. Le vide envisagé n’est qu'un
cadre théorique simplificateur qu’on ne peut pas forcément conserver en pratique.
Dans ce paragraphe, deux types de résistance de l'air seront envisagées : une force de
frottement proportionnelle a la vitesse puis une force de frottement proportionnelle
au carré de la vitesse.

Force de frottement proportionnelle a la vitesse

N
On ajoute au bilan des forces précédent la force de frottement f = —k7.
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Le principe fondamental de la dynamique s’écrit alors :

ma =—kv +myg

On suppose toujours que la vitesse initiale est nulle et que la masse est lachée d’une
hauteur h par rapport au sol. Toutes les forces sont verticales puisqu’initialement il n’y
a que le poids et que ce dernier ne modifie la trajectoire que le long de la verticale.
Le point matériel acquiert donc une vitesse verticale qui entraine 'existence d’une
force de frottement également verticale. II suffit donc de considérer le mouvement
en projection sur I'axe Oz vertical ascendant :

d1/+ k _
dr mVﬁ s

La solution de cette équation est la somme de la solution générale de I’équation homo-
gene associée vy (f) et d’une solution particuliere vp(t).

La résolution de I’équation homogene associée conduit a :

vy(f) = Cexp <’I;t>

"

ou C est une constante. Dans la suite, on pose 7 = 7/, homogene a un temps.

La recherche d’une solution particuliére est simple puisque le second membre est

constant :
m

vp(f) = — 2L
La solution générale est donc :

v(f) = Cexp (—;) — %

On détermine la constante a ’aide des conditions initiales a savoir

m
V(t:O):O:C—Eg

. m .
soit C = 24 et finalement on obtient :

0= Tl (-2) 1)

La position se déduit alors facilement par intégration par rapport au temps :
m m? ( t) LK
z=——gt— —gexp|(——
[EEE S

124



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

Résolution d’un probléme de mécanique - Exemples

et la constante K s’obtient en tenant compte de la position initiale :

2 2

et finalement )

z(f) = —%gt+ %g (1 — exp (—%)) +h

Vitesse limite

On peut a partir des résultats précédents établir I'existence d’une vitesse limite obtenue
quand le temps tend vers 'infini :

m
v = A
On peut noter qu’il s’agit de la valeur obtenue quand I’accélération s’annule : quand
la vitesse tend vers une constante, 'accélération est nulle. Elle est indépendante des
conditions initiales. Cependant elle n’est pas obtenue instantanément mais apres un
régime transitoire dont la durée caractéristique est la constante 7. La constante T
s’interpréte donc physiquement comme le temps caractéristique d’établissement du
régime pour lequel la vitesse est égale a la vitesse limite.

Force de frottement proportionnelle au carré de la vitesse

On considere maintenant que la force de frottement se met sous la forme
—
—kvv

et le principe fondamental de la dynamique devient :
ﬁ
dv — —
m—— =mg — kvv
de
On consideére toujours le cas particulier ou la vitesse initiale est nulle. Le probléeme
est alors unidimensionnel pour les mémes raisons qu’avec une force de frottement
proportionnelle a la vitesse. On a donc simplement 1'équation différentielle scalaire
suivante a résoudre :
dv N k,

TR

Cette équation n’est pas linéaire, on ne peut donc pas la résoudre comme la précé-
dente.

Vitesse limite

Comme dans le cas d’un frottement proportionnel a la vitesse, le point matériel atteint

k

—V
m

une vitesse limite vérifiant :
2 __
1 =&
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car 'accélération tend vers O lorsque la vitesse tend vers une constante. La vitesse
limite a donc pour expression :
mg
V= -

k

On note qu’elle est indépendante des conditions initiales.
Expression de la vitesse

On peut alors introduire la vitesse limite dans ’équation différentielle qui devient :

d k
s

dt

C’est une équation différentielle a variables séparables :

d k
S = —dr
VI—V m

Une solution classique® pour obtenir la solution de cette équation différentielle

consiste alors 2 décomposer en éléments simples :

Vi — v
[
i =12 20 —v)  2u(n+v)

et on peut réécrire I'équation différentielle sous la forme :

dv dv 2kv; t
+ = —dr=2-
vi—v v tv m T

m [ m . . .
en notant 7 = T = ,/-—. On obtient par intégration entre t = 0 et f et en tenant
v L

compte des conditions initiales :

v —v vt vt t . vt+v 2t
—1In +In =In =2— soit =exp| —
4 41 vy — v T vp—v T
On en déduit :
t m t
v =uyith— = —‘gth—
T L7

4 , . N A o e .
Lautre fagon de procéder consiste a connaitre une primitive d’expression du type — 5
@ —x
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La constante 7 s’interpréte donc comme la durée caractéristique au bout de laquelle
le point matériel atteint sa vitesse limite.

La position s’obtient en intégrant cette expression en fonction du temps :

t t
z:h-i-/v(u)du:h-i-/ S dy=n+ L
0 0 kT k

On peut également obtenir facilement I'expression de z en fonction de la vitesse en
dv  dvdz dv

_1d (1/2)
dt  dzdr  de 2 d=
En reportant cette expression dans 1’équation du principe fondamental de la dyna-

mique, on obtient :
d(v*)  _k

) =2 )

t
ch—
.

remarquant que :

2

En posant u = v*, on obtient I’équation différentielle linéaire du premier ordre en u :

du 2k 2k1/l2
+ —u=

dz m m

dont la solution est :
2 _ 2 <
u=v =v +Aexp|——
H

en posant H = op v correspond a une distance caractéristique. Ora t =0, v = 0

2 h : 2 h
etz=hdoncO=v+Aexp| —— | soit A= —vjexp| — | et
H H

—h
2 _ 2 (1~ _z
v 1/,( exp< a

2 2

vy — vV
z:h—Hlnli2
4]

soit en Inversant :

La distance H s’interpréte donc comme la distance caractéristique pour laquelle le
point matériel atteint la vitesse limite.

Comparaison et discussion

Lobjet de ce paragraphe est de comparer les deux types de frottement envisagés.
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50 1
400+

40 +
300+
30 +

200+
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10 + 100

2 4 6 8 10 12 2 4 6 8 10 12
t t
Figure 5.8 Vitesse et position d'une chute en parachute.

e Dans les deux cas, il existe une vitesse limite dont la valeur n’est pas la méme :

mg . 1
y=— pour un frottement proportionnel 4 la vitesse,

k

mg . , :
n=4l7 pour un frottement proportionnel au carré de la vitesse.

Les figures ci-dessus montrent I’évolution temporelle de la vitesse (en m.s™!) et de
la distance parcourue (en m) lors du saut d’un parachutiste. On observe I'existence
de la vitesse limite et I'adéquation de ce qui vient d’étre établi avec expérience.

e Un frottement proportionnel a la vitesse convient bien lorsque les vitesses sont
faibles : il est toujours possible dans ce cas de linéariser. En revanche, lorsque les
vitesses deviennent plus importantes, il est nécessaire d’envisager un frottement
proportionnel a une puissance de la vitesse. On a traité ici le cas du carré mais
d’autres valeurs de puissance pourraient étre considérées.

e La méthode employée dans le cas d’'un frottement proportionnel au carré de la
vitesse est intéressante : I'introduction d’une valeur limite pour la vitesse permet de
« ramener » une équation différentielle a priori complexe a résoudre a une équation
« classique ». Plus que le résultat, il peut étre utile de retenir I'idée d’introduire un
parametre limite pour simplifier la résolution.

Des précisions sur I’expression de la force de frottement seront apportées dans le cours
de mécanique des fluides de seconde année PC et PSI.

b) Influence de la résistance de l'air sur le tir d'un point matériel

On se limite au cas d’une force de frottement proportionnelle a la vitesse pour modé-

liser la résistance de I'air. L’équation du mouvement est la méme que celle de la chute
libre :

N
a

ma =—kv +mg soit — +
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On peut résoudre cette équation différentielle du premier ordre soit scalairement
apres projection dans une base (la base cartésienne est bien adaptée au probleme) soit
vectoriellement, ce qui va étre fait ici.

La solution s’écrit comme la somme de la solution générale de I’équation homogene
-, — - - [N —>
associée vy et d’une solution particuliére vp.
La résolution de I’équation homogene associée conduit a :
t

T = Cewp (1)
T

— . m
en notant C une constante vectorielle et en posant T = E

La recherche d’une solution particuliére est simple puisque le second membre est une

constante :
— m__
vp=——4

k

La solution globale est donc :
N — t R
V= Cexp(——)-F%g

On détermine la constante a ’aide des conditions initiales, a savoir

7W:m:%:8+%?

0 — E? et finalement on obtient :
vV =y exp|(—— — exp|——) —
0 exp\ = PR P\7,

La position se déduit alors facilement par intégration par rapport au temps :

2
— m t m m t —
OM = ——7; exp (——) + g+ —2?exp <——) + K
k T k k T
et la constante K s’obtient en tenant compte de la position initiale :

— —
OM(t=0)= 0

(37 -%) (on(-5)

et finalement

OM = g+

&~ 3
&~ 3
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Vitesse limite

On peut a partir des résultats précédents établir I'existence d’une vitesse limite obtenue
quand le temps tend vers I'infini :

On peut noter qu’il s’agit de la valeur obtenue quand I'accélération s’annule. Elle est
indépendante des conditions initiales et est atteinte au bout de quelques 7.

Trajectoire

On laisse au lecteur le soin d’établir >
que I’équation de la trajectoire est :

Wl2g ( mvgy Cos @ >
e= D8y, (T

k2 mvp cos o — kx

mg ) X :
+|—=+ Vo S & mvﬁ cos’ a . myy cosa X
k vy COS & T a——— ‘

mg+kvy cos a k

On peut noter que lorsque le temps

t tend vers 'infini alors x tend vers
mvy Cos &

k

d’une asymptote verticale au mouve-
ment.

, ce qui établit I'existence

On peut également établir que la tra-
jectoire atteint une altitude maximale
pour

5 o Figure 5.9 Trajectoire d’un tir avec un
__mgcos « frottement proportionnel a la vitesse.
mg + kv cos o

Lallure de la trajectoire est donnée
ci-contre.

4.5 Mouvement d'une masse attachée a un ressort dont l'autre extrémité
est fixe

On s’intéresse au mouvement d’un point matériel M de masse m attaché a un ressort
parfaitement élastique dont 'autre extrémité est fixe. On note k la raideur du ressort
et Iy sa longueur a vide.

On distingue les deux cas d’'un mouvement horizontal et d’'un mouvement vertical.
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a) Cas d'un mouvement horizontal

Dans ce paragraphe, on suppose que la masse m coulisse sans frottement le long de
I'axe horizontal Ox.

Figure 5.10 Pendule élastique horizontal.

On applique les quatre étapes de résolution d’un probléme mécanique :
1. Systeme : point matériel de masse m.
2. Réftérentiel : celui du laboratoire considéré comme galiléen.
3. Bilan des forces :
. —
e poids m ¢,
, . - . ,
e réaction R du support horizontal le long duquel la masse se déplace, cette force
est perpendiculaire au support du fait de 'absence de frottement,
—
e force de rappel du ressort f = —k(l— ly)u, ou [ désigne la longueur du ressort
a linstant considéré.
4. Choix de la méthode de résolution : principe fondamental de la dynamique.
On a donc : -
ma =mg + R — k(l — lp)uy,
La projection sur la verticale donne : R = mg qui traduit I’équilibre de la masse suivant
cette direction et le fait que le mouvement n’est qu’horizontal.

A Iéquilibre, la longueur du ressort est sa longueur 4 vide. On choisit sur 'axe Ox
Porigine au niveau de la position de la masse a 'équilibre, ¢’est-d-dire ici quand le
ressort est a vide. La longueur du ressort s’écrit donc : [ = [, +x =lp +x:x =11
est le déplacement de la masse m par rapport a sa position d’équilibre (cela correspond
ici a l'allongement du ressort car x = | — Iy). La projection du principe fondamental

de la dynamique sur 'axe Ox fournit : mx = —kx soit :
.k
xX+—x=0
m

b) Cas d'un mouvement vertical
On suppose maintenant que le mouvement est vertical.
1. Systéme : point matériel de masse m.

2. Référentiel : celui du laboratoire considéré comme galiléen.
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3. Bilan des forces :
e poids mg,
e force de rappel du ressort 7) = —k(l — Ip)uy ou [ désigne la longueur du ressort
a instant considéré.

4. Choix de la méthode de résolution : principe fondamental de la dynamique.

I L
N O
vl 8B | N
), 4 ." "
7 X |§
ol Al ::::::::::::::: :,,::%?j::
,,,,,,,,,, 4,,,,,,,A,,,,,,,,,,,,,
m
,,,,,,,,,,,,,,,,,, J,,,,,,,,,,,,,
m
X X X Y X

Figure 5.11 Masse suspendue & un ressort.

N

A T’équilibre, on obtient en projection sur I'axe vertical :
—k(, — ) +mg=20

Le ressort a donc une longueur a I'équilibre égale a

m
le:lo+?g

On choisit toujours I'origine de I'axe vertical Ox a la position d’équilibre a savoir
quand le ressort a une longueur I,. Labscisse x est alors le déplacement de la masse m
par rapport a sa position d’équilibre :

I=1+x

Il s’agit d’'une quantité algébrique pouvant étre négative ou positive (les deux cas
sont représentés sur la figure ci-dessus). La projection du principe fondamental de la
dynamique le long de cet axe conduit a la relation :

mx = mg — k(I — ly) = mg — k(l, + x — )
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En reportant expression obtenue pour I, on obtient ’équation différentielle sui-
vante :
.,k
x+—x=0
m

Il est important de noter la méthode employée ici qui consiste a introduire la position d’équi-
libre aussi bien pour le mouvement horizontal que pour le mouvement vertical et a définir
X non pas comme |'allongement du ressort mais comme |'écart par rapport a la position
d’'équilibre. L'intérét de cette approche est d’éliminer toutes les constantes de I"équation du
mouvement et d’obtenir dans les deux cas la méme équation :

.k
X+—x=0
m
I1 s’agit de I’équation d’un oscillateur harmonique dont la solution s’écrit :
x(t) = A cos wyt + Bsin wgt
en notant @y = {/ — et A et B deux constantes. Si on suppose qu’initialement on a
m

x(0) = xg et x(0) = vy, on en déduit :

v .
x(t) = xp cos wgt + — sin Wyt
(0]

On développera I'étude de ce mouvement dans un chapitre ultérieur consacré aux
oscillateurs mécaniques.
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A. Applications directes du cours

D Masse en rotation

On considére un fil sans masse de longueur /, dont 'une
des extrémités est reliée a I'axe vertical Oz au point A
et I'autre a un point M de masse m (figure 5.12). L'axe
Oz est en rotation a la vitesse angulaire constante w.

Déterminer I'angle a, la vitesse de M et la tension du fil
en fonction de w, m et g 'accélération de la pesanteur.

B Bond sur la Lune

O¢--
Figure 5.12

Dans I'album de Tintin, « On a marché sur le Lune », le Capitaine Haddock est étonné de
pouvoir faire un bond beaucoup plus grand que sur Terre : c’est le sujet de cet exercice.

Le personnage saute depuis le sol lunaire avec une vitesse initiale vy faisant un angle @ = 30°
avec le sol. On note g/ 'accélération de la pesanteur a la surface de la lune. En labsence
d’atmosphere, on peut considérer qu’il n’y a aucune force de frottement.

1. Déterminer lexpression de la distance parcourue au cours du saut en fonction de vy, a

et g.

2. La gravité sur la Lune est environ six fois moins forte que sur la Terre. Quelle sera la
distance parcourue par le sauteur sur la Lune, si elle est de d = 1, 50 m sur la Terre ?

B Masse attachée a deux ressorts

On considere un point M de masse m attaché a deux res-
sorts identiques verticaux, de constante de raideur k et de
longueur a vide 4. (figure 5.13). les deux autres extrémités
O et O des ressorts sont fixes et espacées d’une distance L.
On définit I'axe Oz vertical ascendant.

1. Déterminer la position d’équilibre z, de M.

2. Déterminer I’équation différentielle a laquelle satisfait
2(#). On écrira cette équation en fonction de @y = \/2k/m
et z,.

3. On écarte M d’une hauteur a par rapport a sa position
d’équilibre, et on le liche sans vitesse. Déterminer z(f).

D Charge soulevée par une grue

Ol

00—

@)

Figure 5.13

Une grue de chantier, de hauteur / doit déplacer d’un point a un autre du chantier une charge

M de masse m supposée ponctuelle.

On appelle A le point d’attache du cable sur le chariot de la grue.

1. Le point A est a la verticale de M posée sur le sol. Déterminer la tension du cable lorsque

M décolle.
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2. Lenrouleur de cable de la grue remonte le cable avec une accélération a, constante. Déter-
miner la tension du cable. Conclusion.

V|
g N
g A
: h
gi
| | aM ¥
Figure 5.14 Figure 5.15

3. La montée de M est stoppée a mi-hauteur mais le chariot A se met en mouvement vers la
droite (figure 5.14) avec une accélération a;, constante.

a) Quelle est I'accélération de M sachant que M est alors immobile par rapport a A?

b) Déterminer 'angle que fait le cable avec la verticale en fonction de m, g, a; ainsi que la
tension du cable.

B. Exercices et problémes

D Quelques tirs de basket-ball

On étudie les tirs de basket-ball de maniére simplifiée. On suppose que le joueur est face
au panneau a une distance D de ce dernier. Le cercle du panier est situé a une hauteur
H = 3,05 m au-dessus du sol et on assimilera dans un premier temps le cercle a un point
situé sur le panneau. De méme, le ballon sera considéré comme ponctuel. On néglige les frot-
tements fluides de lair. Le joueur tire d’'une hauteur 1 = 2, 00 m au-dessus du sol en imposant
une vitesse initiale 7y faisant un angle a avec I’horizontale.

1. Etablir I'équation du mouvement du ballon lors du tir.
2. En déduire les équations horaires de ce mouvement.
3. Déterminer I'équation de la trajectoire du ballon.

4. On suppose que le module de la vitesse initiale est fixé. Donner I’équation a vérifier par
Pangle a pour que le panier soit marqué. On la mettra sous la forme d’une équation du second
degré en tan a.

5. Montrer que cette équation n’admet des solutions que si le module v, de la vitesse initiale

vérifie une inéquation du second degré en v2.

6. En déduire I'existence d’une valeur minimale de vy pour que le panier soit marqué.

135



Chapitre 5 — Principes de la dynamique newtonienne

7. Faire l'application numérique pour un lancer franc (la distance D vaut alors 4,60 m) puis
pour un panier a trois points (la distance D vaut alors 6,25 m selon les regles de la Fédération
Internationale de Basket-Ball).

8. Si la condition précédente est vérifiée, donner I'expression de tana et en déduire qu’il
existe deux angles possibles pour marquer le panier.

9. Donner les valeurs numériques des angles a permettant de marquer un lancer franc en
supposant que vy = 10, 0 m.s~ L.

10. Dans la suite, on suppose que I'angle de tir est fixé. Déterminer I'expression de la vitesse
initiale vy a imposer pour marquer le panier.

11. Faire Papplication numérique pour un lancer franc et un angle de tir @ = 70°.

12. On s’intéresse maintenant a 'influence de la dimension du ballon et du cercle du panier.
On rappelle que le rayon du ballon est de 17,8 cm et que le diamétre du cercle mesure 45,0 cm.
On note x la distance du centre du ballon au panneau a hauteur du cercle du panier. Donner
I'intervalle des valeurs de x permettant de marquer le panier.

13. Quelle équation doit vérifier x? On pourra la laisser sous la forme d’une équation du
second degré en (D + x).

14. En déduire la condition que doivent vérifier vy, @, ¢, H et h pour que cette équation ait
des solutions.

15. En déduire les valeurs d’angle de tir possibles en supposant la vitesse initiale vy fixée. On

fera I'application numérique pour vy = 10,0 m.s~'.

16. Etablir I'existence d’une valeur minimale de vy 3 angle de tir fixé. On fera I'application
numérique pour @ = 70°.

17. Cette condition étant vérifiée, donner I'expression de x.

B Chute avec frottement quadratique, d’aprés ESIM 2001

Le repere terrestre est pris galiléen et le module de 'accélération de la pesanteur est
¢=19,81 ms2.

Laxe Oz est orienté vers le bas et seul est étudié le mouvement de chute d’un corps de masse
m. La trajectoire est donc rectiligne. Dans lair, ce corps est alors soumis, selon Oz, a une force
de frottement visqueux de norme kv? avec k = %Cxp(,S oupy =1,22 kg.n173 est la masse
volumique de Pair, v le module de la vitesse du corps, S est une section et C, un coefficient
aérodynamique, tous deux caractéristiques de la forme du corps.

Le poids et le frottement sont les deux seules forces prises en compte.

1. Comment peut-on comprendre qualitativement 'existence d’une vitesse limite ? Exprimer
cette vitesse limite v; en fonction des données de I’énoncé.

2. a) Ecrire ’équation différentielle donnant la vitesse v du corps en y faisant figurer comme
seules constantes v; et g. Quelle est la caractéristique de cette équation ?

b) Lintégrer directement aprés avoir séparé les variables, et exprimer la vitesse v(f) a 'aide
d’une fonction hyperbolique et des constantes v; et 7 = v;/g en choisissant comme instant
initial = 0. Quelles sont la dimension et la signification physique de 7 ?
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On rappelle que la dérivée de la fonction f(x) = tanh ™' (—) est f/(x) = — — -
a al— (x/a)
c) Sachant que le corps est liché a I'instant initial de la cote z = 0, donner I’expression de sa
cote ultérieure z(f) en fonction des constantes v; et 7. Ce résultat dépend-il de la masse m ?
Sl n’y avait pas de frottement, est ce que z(f) dépendrait de la masse m ?

3. Application numérique : elle concerne des corps sphériques de diametre d pour lesquels
C, >~ 1etS = md®/4 S étant la plus grande section droite du corps perpendiculaire a la
direction du mouvement. Elle est menée parallélement pour :

e une balle de tennis (objet 1) pour laquelle my = 57,6 get d; = 6,70 cm;
e une boule de pétanque (objet 2) pour laquelle m, = 700g et d, = 7, 60 cm.

a) Calculer 7y et 7o d’une part, et v et v, de Pautre. A quel parametre est essentiellement
due cette différence ?

Lachées simultanément de la méme hauteur, quelle est, de la balle de tennis et de la boule de
pétanque, celle qui touche le sol en premier ?

b) La hauteur de chute est fixée a h = 1, 80 m au dessus du sol (hauteur d’homme).

e Calculer les deux temps de chute # et f, puis exprimer en millisecondes la différence
At=1t — 1.

e Avec combien de centimétres d’avance le premier corps arrive-t-il avant le second? Ces
différences sont-elles suffisantes pour étre notables ?

c) La hauteur de chute est fixée 3 h = 10 m au dessus du sol (4¢me étage d’'un immeuble).
Reprendre les applications numériques de la question précédente et conclure.

B Toboggan

Une personne participant a un jeu
télévisé doit laisser glisser un paquet A
sur un toboggan, a partir du point

A de maniere a ce qu’il soit récep- A
tionné, au point B par un chariot

se déplagant le long de l'axe Ox.
On néglige les frottements de Tair.

Le toboggan exerce sur le paquet B
non seulement une réaction normale 7 WT‘
Ry mais aussi une réaction tangen- o cn Co
tielle R, (frottement solide) telle que
IR =fIRS | avee s =0,5. Figure 5.16

Le chariot part du point Cp a l'ins-

tant + = 0, vers la gauche (figure 5.16) avec une vitesse v, = 0.5 m.s~!. Arrivé en Cp, il
s’arréte pendant un intervalle de temps 6t = 1 s.

Y
=

La hauteur du toboggan est & = 4 m, la distance d est égale 4 h et CyCp = 2 m. La masse du
paquet est m = 10 kg et g = 9,8 m.s~2.

1. Onpose X = AP ou P est la position du paquet a 'instant ¢. Déterminer X (). En déduire
le temps mis par le paquet pour arriver en B.
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Chapitre 5 — Principes de la dynamique newtonienne

2. A quel instant le joueur doit-il licher le paquet, sans vitesse initiale, pour qu’il tombe dans
le chariot?

D Elastique de saut

Un fabricant d’élastiques de saut donne les caractéristiques suivantes pour un type d’élastique :
Type M : pour un poids de sauteur de 65 a 95 kg.

e Longueur a vide (notée ¢;) : de 6 m a 50 m pour des sites de saut de 30 m a 250 m.

e Tension appliquée sur un élastique pour un allongement de 100 % : 200 kg.

e Tension appliquée sur un élastique pour un allongement de 200 % : 325 kg.

On prendra ¢ = 9,8 m.s ™2,

1. Traduire la fiche technique en langage correct en physique.

2. a) La tension de I’élastique obéit-elle a une loi type ressort : T = k({ — £y) ott T est la
tension appliquée et £ la longueur de I’élastique ?

b) On supposera dans la suite que la tension est de la forme T = k({ — £;). A partir des
données, déterminer une valeur moyenne de la constante de raideur de I’élastique k pour un
élastique de £y = 6 m,

3. On veut savoir 4 quelle hauteur remonterait une masse test M de masse minimale (ici
m = 65 kg) si elle est lachée sans vitesse initiale, I’élastique tendu au maximum. On prendra
Iexemple d’ un élastique de fp = 6 m, dont le point d’attache est a la hauteur h = 18 m
au-dessus du point de départ.

a) Déterminer I'expression de laltitude z(f) et de la vitesse 2(f) tant que 1’élastique est tendu.

b) Calculer I'instant #; pour lequel I'élastique n’est plus tendu. En déduire la vitesse de M en
cet instant.

c) On ne tient pas compte des frottements de I’air. Déterminer la hauteur maximale atteinte
par l'objet. Conclusion.

4. On réalise maintenant un saut normal, a partir du point d’attache, sans vitesse initiale avec
les mémes caractéristiques qu’a la question précédente.

a) Déterminer le point le plus bas atteint par le sauteur et 'accélération ressentie en ce point.
Conclusion.

b) Apres plusieurs oscillations, le sauteur s'immobilise. A quelle hauteur ?

B Jeux aquatiques

Un baigneur (masse m = 80 kg) saute d’un plongeoir situé a une hauteur h = 10 m au-
dessus de la surface de 'eau. On considere qu’il se laisse chuter sans vitesse initiale et qu’il est
uniquement soumis 3 la force de pesanteur (on prendra ¢ = 10 m.s~2) durant la chute. On
note Oz, 'axe vertical descendant, O étant le point de saut.

1. Déterminer la vitesse v, d’entrée dans I'eau ainsi que le temps de chute #. Application
numérique.

2. Lorsqu’il est dans I'eau, le baigneur ne fait aucun mouvement. Il subit en plus de la pesan-
teur :
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- — = . —1
e une force de frottement fy = —kv" (7" étant la vitesse et k = 250 kg.s™ ') ;
—

fﬁ? (d, = 0,9 est la densité du corps humain).

e la poussée d’Archimede 11 y
h

a) Etablir 'équation différentielle a laquelle obéit la vitesse en projection sur Oz, notée v. .
On posera 7 = m/k.

b) Intégrer cette équation en prenant comme nouvelle origine des temps ¢ = .
c) Déterminer la vitesse limite vy (<0) en fonction de m, k, g et d;. Application numérique.

d) Exprimer la vitesse v, en fonction de v,, |vr| et £. Déterminer A quel instant # le baigneur
commence a remonter.

e) En prenant la surface de 'eau comme nouvelle origine de I'axe Oz, exprimer z(f). En
déduire la profondeur maximale pouvant étre atteinte.

f) En fait, il suffit que le baigneur arrive au fond de la piscine avec une vitesse de 'ordre de
1 m.s~! pour pouvoir se repousser avec ses pieds : 3 quel instant f, atteint-il cette vitesse et
quelle est la profondeur minimale du bassin ?

3. Le méme baigneur décide maintenant d’effectuer un plongeon. On suppose qu’il entre
dans I’eau avec un angle @ = 60° par rapport a I’horizontale et une vitesse vy = 8 m.s~'. Les
forces qui s’exercent sur lui sont les mémes que précédemment mais le coefticient k est divisé
par deux en raison d’une meilleure pénétration dans I'eau.

On repére le mouvement par les axes Ox (axe horizontal de méme sens que vg) et Oz (vertical
descendant comme précédemment) ; le point O est le point de pénétration dans I'eau.

a) Déterminer les projections des équations du mouvement sur Ox et Oz.

b) En déduire les composantes de la vitesse dans I’eau en fonction du temps. Existe-t-il une
vitesse limite ?

c) Le plongeur peut-il atteindre le fond de la piscine situé a 4 m?

B Décollage d’un véhicule

Une voiture, assimilé 3 un point matériel M de
masse m = 1000 kg amorce une descente en A a
la vitesse vy = 125 km.h™" (figure 5.17). On assi-
mile le début de la descente de A 2 B a un arc de
cercle, de centre O, de rayon R = 130 m et d’angle
a = 15°.

On suppose que durant la descente la force motrice
de la voiture est tangente a la route et de valeur
algébrique F constante (positive pour une accéléra-
tion et négative pour un freinage). On néglige les Figure 5.17
frottements sur la route.

1. Déterminer les équations du mouvement de M(R, 0) en projection sur la base polaire de
centre O : (7;, u_g)).

2. Aprés avoir multiplié 'équation sur 1y par 6, Pintégrer.
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Chapitre 5 — Principes de la dynamique newtonienne

3. Déterminer la réaction normale R, en fonction de R, 6, g (pesanteur), m, vy et F.
4.
a) Déterminer I'expression vérifiée par 'angle 6, pour lequel la voiture quitterait le sol.

b) Calculer cet angle dans le cas ou le conducteur coupe le moteur en A (on prendra
¢=9,8 ms2). Conclusion

c) Est-il préférable d’accélérer ou de freiner ? Calculer la valeur de F pour que la voiture arrive
en B sans encombre.

D Etude d’un skieur, d’aprés ESIGETEL 2000

On étudie le mouvement d’un skieur descendant une piste selon la ligne de plus grande pente,
faisant I'angle @ avec 'horizontale. L’air exerce une force de frottement supposée de la forme
i

F = —A7 , ol A est un coefficient constant positif et v la vitesse du skieur.

— — . ;
On note T et N les composantes tangentielle et normale de la force de frottement exercée
par la neige et f le coefficient de frottement solide tel que || T || = f|| N].

On choisit comme origine de I'axe Ox de la ligne de plus grande pente la position initiale du
skieur, supposé partir a I'instant initial avec une vitesse négligeable. On note Oy la normale a
la piste dirigée vers le haut.

— =
1. Calculer T et N.

2. Calculer la vitesse 7 et la position x du skieur 4 chaque instant.

3. a) Montrer que le skieur atteint une vitesse limite 7/ et calculer 7 en fonction de ;.
b) Application numérique : calculer vy avec A = 1S.I,f=0,9,¢=10ms 2, m = 80 kg
et a = 45°.

4. Calculer littéralement et numériquement la date #; ot le skieur a une vitesse égale  v;/2.

5. Ala date f;, le skieur tombe. On néglige alors la résistance de I'air, et on considére que le
coefficient de frottement sur le sol est multiplié par 10. Calculer la distance parcourue par le
skieur avant de s’arréter.

B Atterrissage en catastrophe d’un avion, d’aprés Agrégation de Chimie 2006

Un avion de chasse de masse m = 9 t en panne de freins atterrit a une vitesse
v, = 241 km.h™'. Une fois au sol, il est freiné en secours par un parachute de diamétre
D = 3 m déployé instantanément par le pilote au moment ou les roues de I'avion touchent le
sol. On néglige les forces de frottement des roues sur le sol par rapport a la force de trainée
(frottement fluide) du parachute qui s’écrit T = C,pSv*/2 avec v la vitesse de I'avion, S
la surface projetée du parachute sur un plan perpendiculaire a la vitesse, C, le coefficient
de trainée supposé constant et égal 4 1,5, p = 1,2 kg.m ™ la masse volumique de I’air. On
considere que le réacteur ne délivre plus aucune poussée.

1. a) Etablir 'équation différentielle 4 laquelle obéit la vitesse v de I'avion.

b) En déduire I'expression de v en fonction de la date . On prendra comme origine des
temps la date a laquelle les roues de I'avion touchent le sol.

c) Montrer que cette force de trainée n’est pas suffisante pour stopper complétement I’avion.
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2. Dans le cas ou les freins fonctionnent, la distance d’atterrissage de 'avion est de 'ordre de
d = 1400 m. Déterminer la vitesse atteinte par 'avion apres avoir été freiné uniquement par
le parachute sur cette distance. Faites 'application numérique.

B Transports de troncs d’arbres, d’aprés CAPES Agricole 2003

Un exploitant forestier doit évacuer des troncs d’arbres situés sur une parcelle de terrain en
montagne en bordure d’un lac. Pour faciliter le transport, il utilise le poids des arbres au cours
de leur descente pour en tracter d’autres a travers le lac. Le schéma du dispositif est représenté
sur la figure (5.18).

n

mp

B
lac /

L1 L2

A
[

Figure 5.18

Au point C, un portique est installé qui supporte une poulie munie de deux gorges permettant
I'enroulement des cables.

Sur la gorge de rayon r; sera enroulé le cable retenant dans sa descente un tronc de masse
assimilé pour I’étude a un point matériel.

Sur la gorge de rayon r; sera enroulé la cable tractant deux arbres a travers le lac, symbolisés
par une masse ponctuelle m,.

Les troncs d’arbres sont suspendus a des cables guides par des poulies permettant un déplace-
ment considéré sans frottement sur le cable.

Les cables sont supposés inextensibles et de masse négligeable.

Les troncs se déplacant dans I'eau, subissent une force de frottement visqueux de la part de
Peau : ? = —k7.

Les troncs et leurs support sont assimilés a des points matériels dont la masse totale est celle des
troncs.

Données : ¢ 9,8 m.s™2; my = 500 kg; my = 1000 kg; h = 300 m; L; = 840 m;
L, =4m; Ly =300 m; k=30kg.sfl;r1 =20cm; rn =40 cm.
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1. Déplacement sur I’eau

a) On repére le déplacement de my par la variable x de 'axe Ax (figure 5.18). Etablir 'équa-
tion différentielle du mouvement de m,. On note T, la norme de la tension du cable.

b) On repere le déplacement de my par la variable Y de I'axe CY parallele a la ligne de plus
grande pente (figure 5.18). On note 17 la norme de la tension du cable. Etablir ’équation
diftérentielle du mouvement de m;.

c) Déterminer le lien entre & et Y dd 4 la poulie.

d) On admet que la poulie C impose une relation entre les tensions :
Tgi’z — T11’1 + F - O
I" étant une grandeur positive constante modélisant ’action d’un frein sur la poulie. Déduire

2
, Vs . o . . . 4
des calculs précédents, ’équation diftérentielle en x en fonction de my, M = my + my (—) ,
L]
I,k getsina.

e) Montrer I'existence d’une vitesse limite v; et d’'une constante de temps 7. Donner leurs
expressions littérales et leurs valeurs numériques (on prendra I' = 680 N.m).

f) Déterminer I'expression de x(f) sachant qu’a t = 0, les troncs sont en A et sans vitesse
initiale. Evaluer I'ordre de grandeur du temps au bout duquel la vitesse limite est atteinte.

g) Déterminer 'expression complete x(f).

h) Calculer le temps f, nécessaire aux troncs pour traverser le lac a vitesse constante vy.
Justifier que le temps réel de parcours sur le lac de A a B pourra étre assimilé a f,.

2. Déplacement sur le sol

Apres leur sortie du lac en B, les arbres se déplacent sur le sol. Ils sont alg‘s soumis a un frotte-
ment solide. On rappelle que les normes de la composante tangentielle R, et de la composante
normale R, de la réaction du sol sont reliées par la relation R, = fR,, f étant le coefficient de

.., N —_— .
frottement, ici égal 4 0,2, R, et R, les normes de R, et R, . On n’exerce alors plus de freinage
sur my (I' = 0).

a) Etablir la nouvelle équation différentielle du second ordre en x en fonction de my, mo, f,
M, g et sin .

b) Calculer 'accélération X et en déduire le mouvement de mi;.
c) Calculer 'accélération Y de my.

d) Montrer que la vitesse de m, s’annule en un point noté E. Quelle est alors la distance d,
parcourue sur le sol de Ba E, ?

e) Préciser la position de my sur le plan incliné par rapport au point d’arrivée D.
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Aspects énergétiques
de la dynamique du point

Lobjet de ce chapitre est de définir les notions énergétiques pour la mécanique du
point matériel. On va donc commencer par définir le travail et la puissance d’une
force. Les théoremes de I’énergie cinétique et de I’énergie mécanique pourront alors
étre établis en introduisant la notion de forces conservatives et d’énergie potentielle.

1. Travail et puissance d'une force

1.1 Position du probléme

Soit un point M animé d’une vitesse -
— J ¥4 . - N

v" dans un_référentiel R et soumis a M,

une force f (M), dépendant éventuelle- M4

ment des coordonnées du point M (par
exemple la tension d’un ressort) .

< ] -,
A Tinstant f, le point M se trouve en M, F

et a 'instant +dt il est en M4q;, cet état Figure 6.1 Travail d'une force au
étant infiniment proche de M, si df est cours d'un déplacement élémentaire.

suffisamment faible.

—— —_
On notera dOM le déplacement M, M, 4.
1.2 Puissance d'une force

-
On définit la puissance de la force f (M) appliquée au point matériel M animé de la
vitesse 7/73 (M) dans un référentiel R par le produit scalaire :

P =1 M) TrM)

Comme la vitesse est déterminée par rapport a un référentiel et que la puissance
dépend de la vitesse, la puissance est une quantité qui dépend du référentiel dans
lequel on travaille.
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On distingue trois types de puissance :

e la puissance motrice si P > 0, cela correspond au cas ou la force et la projection
de la vitesse sur 1’axe de la force sont de méme sens,

e la puissance résistante si P < 0, cela correspond au cas ou la force et la projection
de la vitesse sur I'axe de la force sont de sens opposé,

e la puissance nulle si P = 0, cela correspond soit au cas ot le point M est immobile
(sa vitesse est nulle) soit au cas ou le mouvement est perpendiculaire a I'axe de la
force (ce sera le cas par exemple de la force magnétique).

1.3 Travail élémentaire d'une force

—
On appelle travail élémentaire d'une force f (M) appliquée en un point M au cours du
. P— 9. - s
déplacement élémentaire M, M4, pendant 'intervalle de temps df la quantité :

SWM) = f (M) - MiMpq, = f (M) - dOM

On note W et non pas dW cette quantité car le travail ne correspond pas a la diffé-
rence d’une grandeur entre deux états mais a une variation au cours d’un déplacement.
Le travail sera trés fortement dépendant du déplacement : le plus souvent, la valeur
du travail au cours du déplacement entre deux points dépend du chemin suivi. Cette
notion sera revue dans le cours de thermodynamique.

On peut également définir le travail élémentaire a partir de la puissance P. En effet,
par définition de la vitesse, on a :

dOM = Vg (M)d
ce qui permet d’écrire :

SW(M) = f (M) - 7/ (M)dt = Pdt

La puissance est donc le travail de la force par unité de temps :

oW
P="a

1.4 Travail d'une force au cours d’un déplacement

Au cours d’un déplacement le long d’'un chemin I'4p, le travail de la force corres-
pond a la somme des travaux élémentaires, ce qui se traduit par I'intégrale du travail
élémentaire :

— —— s
W4_p :/ oW (M) :/ f M)-dOM = / P(ndt
MET 45 MEeT 45 tq
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a savoir également l'intégrale de la puissance de la force au cours du déplacement,
puissance que I'on peut considérer comme une fonction du temps par 'intermédiaire
des coordonnées du point M et du vecteur-vitesse.

& Le travail comme la puissance dépend du référentiel dans lequel on se place.

2. Théoréme de l'énergie cinétique
2.1 Définition de l'énergie cinétique
On appelle énergie cinétique la quantité scalaire :
1
Ec/r(M) = 5mvﬁR(M)

pour une particule ponctuelle de masse m animée d’une vitesse WR(M) dans le réfé-
rentiel R considéré. Par la suite, on ne précisera plus par rapport a quel référentiel
Iénergie cinétique est définie mais on n’oubliera pas pour autant qu’il s’agit, comme
la puissance ou le travail, d’'une quantité qui dépend du référentiel dans lequel on la
calcule, par I'intermédiaire de la vitesse du point.

2.2 Théoréme de l'énergie cinétique en référentiel galiléen

Ce théoreme s’énonce de la facon suivante :

la variation d’énergie cinétique d’un point matériel entre deux instants est égale au
travail des forces qui s’exercent sur ce point entre les deux instants considérés.

Il s’agit d’une conséquence du principe fondamental de la dynamique. En effet, celui-
ci s’écrit (pour simplifier la vitesse du point M dans le référentiel R est notée ') :

w27
m—— = ;
dt — -
1
En multipliant scalairement cette relation par v dt, on obtient :

m%-?dt: Zf -7dt=2(f-7)dz=25m:6w

i

—
dv _,

- Ydr =

en notant 6 ¥} le travail de la force 7 et 0W la somme des différents travaux. Or
d
dt

1
(—nwz) dt=d <1m1/2>
2 2

1
dEc=d <§mv2> =oWw

—
dt
soit finalement :
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On en déduit par intégration le travail de la somme des forces entre deux instants 4
et :
L L
Wi = 5mv () — S () = Ec(t2) — Ec(t) = AEc

Le théoréme de I’énergie cinétique peut se formuler de trois maniéres :

1. expression intégrale :
1 5 1 2 =
Ec(t) — Ec(t1) = il () — i () = Wi—u(f)

2. expression différentielle :

-
dEc = oW (f)
3. expression en fonction de la puissance :

dEc —
=P

2.3 Utilisation du théoréme de l'énergie cinétique

Lutilisation du théoréme de 'énergie cinétique est de deux sortes :

e on déduit le travail de la somme des forces appliquées a partir de la connaissance
de la variation d’énergie cinétique,

e on déduit la variation de I’énergie cinétique connaissant le travail de la somme des
forces.

Cette deuxieme utilisation est souvent délicate car le travail des forces ne s’exprime
pas de facon simple en général. En revanche, il est particulierement efficace dans
le cas ou I’expression simple du travail est connue comme le montre 'exemple du
paragraphe 2.5.

2.4 Intérét d'une approche énergétique pour les systémes a un degré de
liberté

Le théoréme de I'énergie cinétique qui vient d’étre établi est une conséquence du
principe fondamental de la dynamique et n’introduit pas de nouveau postulat. Une
approche énergétique revient donc implicitement a utiliser le principe fondamental
de la dynamique.

En revanche, I'expression du principe fondamental de la dynamique est vectorielle et
correspond a trois équations scalaires dans I’espace tandis que le théoréme de 'énergie
cinétique ne fournit qu'une équation scalaire. En passant du principe fondamental de
la dynamique au théoréeme de Iénergie cinétique, on a donc perdu deux équations
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scalaires. Lorsqu’on traite un probléme a un degré de liberté c’est-a-dire dont la réso-
lution ne concerne qu’une variable, cela ne pose aucune difficulté puisqu’une seule
équation suffit pour déterminer une seule variable. Par contre, si la situation nécessite
de connaitre I'expression de deux variables ou plus, la seule utilisation du théoréme
de 'énergie cinétique ne permettra pas la résolution compléte du probléme. On devra
alors recourir a des projections du principe fondamental de la dynamique sur des axes
diftérents pour compléter la formalisation énergétique.

On retiendra donc qu’une méthode énergétique est adaptée aux cas ou un seul paramétre
de position suffit a décrire I'évolution du systéme a savoir aux systemes a un degré de liberté.

2.5 Exemple d'étude d'un probléme a l'aide du théoréme de l'énergie
cinétique
On considére une bille assimi-
lée a un point matériel de masse
m pouvant se déplacer sans frot-
tement sur une demi-sphére de
centre O et de rayon a. On
I’abandonne sans vitesse initiale

—
R
—
M?‘
—

u

S

depuis le sommet de la sphere
et on cherche a déterminer les
conditions nécessaires pour que la Figure 6.2 Point matériel sur une
. , demi-sphére.
bille ne décolle pas.
1. Systeme : masse m.
2. Reéférentiel du laboratoire considéré comme galiléen.
3. Bilan des forces :
. —

e poids m'g

e réaction de la sphere perpendiculaire a la surface du fait de I'absence de frottement.
4. Résolution par le théoreme de I’énergie cinétique.
On utilise les coordonnées polaires dans le plan vertical ou a lieu le mouvement; la
vitesse s’écrit : v = afug. L'énergie cinétique est :

1 ..
Ec = Emazﬁz

La réaction, étant perpendiculaire au mouvement, ne travaille pas et le travail du poids
entre I'instant = 0 et un instant ¢ ou la position du point N est repérée par angle 0
vaut :

t t 0
Wooids = / m? - Vdt = / mgaf sin 6dr = / mgasin 0d0 = mga (1 — cos 0)

0 0 0
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Le théoréme de I’énergie cinétique entre ces deux instants donne :
1 .

Emazﬁz — 0 =mga (1 — cos )

soit

2
=201~ cos )
a

. . . 5, . =g
Le principe fondamental de la dynamique s’écrit : ma = mg + R. On sou-
haite I’expression de la réaction donc on projette cette relation sur u,. On obtient :
R — mgcos = —mab soit, en remplacant 6> par I'expression établie précédemment

R =mgBcos — 2)

La bille reste en contact avec la sphére tant que la réaction ne s’annule pas. Il y aura
décollage pour R = 0 donc pour 6 tel que

2
cosby = 5 ou encore 0y = 48,2°

3. Energie potentielle et forces conservatives
3.1 Définitions

On dit qu’une force dérive d’un potentiel ou encore qu’elle est conservative si le tra-
vail entre deux points A et B ne dépend pas du chemin suivi mais uniquement des
points A et B. On peut alors écrire le travail Wyp entre A et B comme la différence
Ep(A) — Ep(B) ou Ep est une fonction de la variable de position. Au niveau élémen-
taire, la relation s’écrit : W = —dEp. On appellera énergie potentielle de la force cette
fonction Ep.

L’énergie potentielle étant définie a partir de sa variation, elle n’est déterminée qu’a
une constante pres.

3.2 Interprétation physique

La dénomination de force conservative se justifie a partir du théoréme de I'énergie
cinétique appliqué a ce type de forces.

Si un point matériel n’est soumis qu’a une force conservative, le travail de
la force entre les instants f; ou le point est en A et £, ou il est en B s’écrit :
W = Ep(A) — Ep (B) = —AEp. Alors le théoreme de I'énergie cinétique s’écrit :

AEc= W = —AEp
o AEc = Ec () — Ec(t)
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soit
A(Ec+Ep)=0

Cette équation traduit la conservation de la quantité Ec + Ep a savoir la somme de
I'énergie cinétique et de 1’énergie potentielle. Ceci explique le nom donné a ce type
de force.

3.3 Exemples de forces conservatives

a) Poids d’'un corps

Le poids d’un point matériel de masse m dans le champ de pesanteur ¢ vaut : m'g,
soit en projection dans un systéme de coordonnées cartésiennes dont 'axe Oz est la
verticale dirigée vers le haut : —mgu_. Le travail de cette force s’écrit donc :

SW =myg - dOM = —mgdz = —d (mgz)

donc
Ep=mgz+C

ou C est une constante.

& On n’oubliera pas que dans cette expression, I'axe Oz est dirigé selon la verticale ascendante.

b) Force électrostatique

Soit un point matériel de charge électrique ¢ placé dans un champ électrique uniforme

=4 PN
E . 1l est soumis a la force -

RN
F =4qE
dont le travail élémentaire s’écrit :

— —
SW =qE -dOM

On établira dans le cours d’électrostatique I'existence du potentiel électrostatique I/
tel que :

—_ -

E -dOM = —dV

Cela permet d’écrire le travail de la force électrostatique sous la forme :
oW = —qdV

et d’en déduire 'énergie potentielle correspondante
Ep=qlV+C

ou C est une constante.
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c) Force de rappel d’'un ressort

Un ressort de raideur k ayant subi un allongement Al = | — [, exerce une force de
rappel dans la direction de 1'allongement (donnée par le vecteur unitaire u o) :

T = kAT,

. ) —_—
Pour un déplacement le long de cette direction, on a : dOM = dI .. Le calcul du
travail de cette force donne :

1
SW = —kAIT - Al s = —k (I — ) dl = —d <§k(z - 10)2)

ce qui conduit a 'expression de 1’énergie potentielle :

1
Ep = 5k(l— >+ C
Ofl C est une constante.

Sile déplacement a lieu selon une autre direction, on peut I'écrire :
—
dOM = dIW oy + 1AW

Or 1, €St un vecteur unitaire sSoit  py * Wy = 1 donc Wy - d tyy = 0. On en
déduit le travail élémentaire :

SW = —k(l—ly)dl

On aura donc toujours la méme expression de 1’énergie potentielle élastique pour la
force de rappel du ressort :

1
Ep: Ek(l—lo)z'i‘c

3.4 Exemples de forces non conservatives

Si on considére une force de frottement fluide par exemple proportionnelle a la
—
vitesse, ona: f = —A7 et le travail élémentaire de cette force s’écrit

SW=f -dOM = —A7 - 7dt = —AAds

On ne peut pas I’écrire sous la forme d’une diftérentielle : il ne s’agit donc pas d’'une
force conservative.

2) On remarque que le travail est toujours négatif. Si la force était conservative, on pourrait
= écrire:

Wap = Ep(A) — Ep(B) = —Wpa (6.1)

Comme ici le travail est toujours négatif, Wag < 0 et Wsa < 0, la relation (6.1) ne peut donc
pas étre vérifiée. La force n'est pas conservative.
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4. Energie mécanique
4.1 Définition de l'énergie mécanique

Dans le cas ou le systéme n’est soumis qu’a des forces conservatives ou a des forces
qui ne travaillent pas, on a établi que :

W = —AEp = AEc

soit
A(Ec+Ep)=0

On en déduit :
Ec+Ep=Em

ou Em est une constante.

La quantité Em qui est la somme de I’énergie cinétique et des énergies potentielles est
appelée énergie mécanique du point matériel.

4.2 Conservation de l'énergie mécanique

D’apres les résultats du paragraphe précédent, I’énergie mécanique d’un point matériel
soumis uniquement a des forces conservatives ou a des forces qui ne travaillent pas est
une constante du mouvement.

On parle d’intégrale premiére du mouvement. En effet, est appellée intégrale premiére
du mouvement toute quantité qui se conserve au cours du mouvement et qui n’est
fonction que de la position et de ses dérivées premiéres par rapport au temps.

On obtient donc une loi de conservation quand les forces dérivent d’un potentiel.
L’énergie potentielle peut varier en se transformant en énergie cinétique et récipro-
quement |’énergie cinétique peut se transformer en énergie potentielle, la somme des
deux restant constante.

Ce résultat n’est bien str valable que lorsque toutes les forces sont conservatives ou
qu’elles ne travaillent pas.

4.3 Cas général : non conservation de 'énergie mécanique

Dans le cas général, il est nécessaire de distinguer les forces conservatives de celles
qui ne le sont pas. En notant leurs travaux respectifs W et W', on sait d’aprés ce qui
précede que I peut se mettre sous la forme : W = —AEp. En revanche, il n’est pas
aisé d’avoir une expression simple de 1W’. On en déduit donc 'expression du travail
élémentaire total :

Wiw=W+W = —-AEp+ W'
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En appliquant le théoréme de I'énergie cinétique a cette situation, on a donc :
AEc = W,y = —AEp+ W'

ce qui permet d’en déduire :
AEm = A(Ec+ Ep) = W'

ou sous forme élémentaire :

dEm = d (Ec + Ep) = 6 W'

Parfois ce résultat est appelé « théoréme de I'énergie mécanique » que 'on peut for-
muler de la maniére suivante :

la variation d’énergie mécanique au cours du mouvement est égale au travail des
forces qui ne dérivent pas d’un potentiel, autrement dit des forces non conserva-
tives.

Ce n’est qu’une autre formulation du théoréme de I’énergie cinétique.

Il est 4 noter que le probleme de la conservation de I'énergie fait partie d’un cadre
beaucoup plus général que celui de la mécanique. On reviendra sur ce point dans le
cours de thermodynamique et plus précisément lors de I’étude du premier principe
qui postule la conservation de I'énergie totale. Le résultat qui vient d’étre établi sera
alors généralisé.

5. Application a l'étude qualitative des mouvements et des
équilibres

Dans ce paragraphe, on se place dans le cas ou ’énergie mécanique se conserve c’est-
a-dire dans le cas ou toutes les forces qui travaillent sont conservatives.

5.1 Conséquence de la positivité de l'énergie cinétique
Ici, la conservation de I’énergie mécanique s’écrit :

Ec+ Ep = Em = constante

On en déduit : |
Ec= Emvz = Em— Ep

Par nature, Ec est donc une quantité positive donc 1’énergie mécanique Em doit
étre supérieure a I’énergie potentielle Ep pour qu’il y ait mouvement.
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5.2 Nature du mouvement en fonction de l'énergie mécanique

La connaissance de I'énergie poten-
tielle Ep en fonction de la variable
de position qu’on notera x dans la
suite permet de distinguer les difté-
rents mouvements possibles.

Considérons par exemple ['énergie
potentielle décrite par la figure ci-
contre.

Si Em < Ey, alors Em < Ep quelle
que soit la position et il ne peut

y avoir de mouvement d’apres le

Figure 6.3 Exemple d'énergie potentielle.

paragraphe précédent.
Si Em = Ej, le point matériel est en x = x; et on a un état
stationnaire (x reste égal a xq).

Si Ey < Em < E, (st Em = E; dans 'exemple considéré) alors le point matériel ne
peut évoluer qu’entre les positions x; et x}. On dit que le point matériel est dans
un état lié, A savoir que le point reste dans une zone finie de Iespace et ne part pas
a Pinfini.

Si Em > E, (st Em = Ej3 dans 'exemple considéré) alors les seuls mouvements
possibles sont ceux pour lesquelles le parameétre de position vérifie x > x3 afin d’as-
surer la condition Em > Ep. Le point matériel peut atteindre la position x — 00,
on dit qu’il est dans un état libre.

5.3 Equilibre

Un point matériel est en équilibre lorsque sa vitesse et son accélération sont nulles.

D’aprés le principe fondamental de la dynamique, la somme des forces qui s’appliquent

sur ce point est nulle :

»7 -7

5.4 Détermination des positions d’équilibre

On cherche a déterminer les positions pour lesquelles le point matériel est a 'équilibre.

Lorsque 'ensemble des forces qui s’exercent sur un point matériel en équilibre sont
conservatives, on peut utiliser un raisonnement énergétique. On désigne par Ep
Iénergie potentielle totale et on suppose qu’elle ne dépend que d’une variable de

position notée x.
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Le travail des forces s’écrit :

e
8W = F -dOM = F,dx = —dEp

donc : dE
P
Fo=——2+
dx
La condition d’équilibre impose alors d’avoir :
dEp
— =0
dx

L’énergie potentielle passe par un extremum (minimum ou maximum) au(xX) point(s)
d’équilibre.

5.5 Etude de la stabilité des équilibres

a) Définition

On dit qu’un équilibre est stable si quand on I'écarte de sa position d’équilibre, le
point matériel revient vers sa position d’équilibre initiale.

Un équilibre sera dit instable si le fait de I'écarter de sa position d’équilibre éloigne
définitivement le point de cette position.
b) Analyse de la stabilité pour les forces conservatives

Au voisinage d’une position d’équilibre xy, il est possible d’effectuer un développe-
ment limité de Iénergie potentielle a 'ordre 2 :

dE, d’E (x — x0)?
Ep(x) = Ep(xo) + (d—p> (x = x0) + ( ; ) —
X X=X dx X=X
dE
Or x( est une position d’équilibre donc (d—p) = 0. Alors
X )

2 2
Ep(x) = Ep(xo) + (d Ep> )

da?

On en déduit que le fait d’écarter légeérement de dx le point de sa position d’équilibre
consiste a exercer une force élémentaire dF, telle que

dE, d’E
dF, = — (d—;’) (x = x0 + da) = — ( dx2p>x:x“ dx

Si on exerce un déplacement dx > 0, il faut que dF, < 0 pour ramener le point a sa

position initiale. Cela impose donc :
d’Ep
dx?

(x =x9) >0
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On retrouve le méme résultat pour un déplacement dx < 0 (il faut alors que
dF,(x = xp) > 0). On en déduit qu’on aura un équilibre stable en x si I’énergie
potentielle est minimale en x.

A contrario, I’équilibre en x, sera instable si I’énergie potentielle est maximale
en x.

d’E,
si <P

position d’équilibre. Il faudrait étudier les dérivées d’ordre supérieur pour conclure.

= 0, on dit que I'équilibre est indifférent : le point peut ou non revenir a sa

Ep Ep

X0 / X0

stable instable

Figure 6.4 Energie potentielle et stabilité des positions d’équilibre.

6. Approche a l'aide des portraits de phase

L’objet de ce paragraphe est de présenter une représentation graphique appelée portrait
de phase qui permet I'analyse qualitative d’un systeme. On se limite aux systémes a
un degré de liberté ¢’est-a-dire aux systemes dont 1’évolution est décrite par un seul
parametre de position. Ce parameétre sera noté x dans la suite de 'exposé.

6.1 Définition

Dans les exemples étudiés précédemment, on a obtenu différents types d’équations du

mouvement :
e x = —g pour la chute libre d’'un point matériel en I'absence de résistance de Dair,
e X+ —x = —g pour la chute libre d’'un point matériel en tenant compte de la

résistance de l'air qu’on suppose proportionnelle a la vitesse,

e x+ —x = 0 pour le mouvement d’une masse suspendue a un ressort dont 'autre
m
extrémité est fixe,

® ctcC.
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Dans tous les cas, il est possible de mettre ces équations sous la forme :
# = f(&, % 6.2)

qui définit un systeme dynamique a deux degrés de liberté c¢’est-a-dire dont I’évolu-
tion dépend de deux parametres : la position x et la vitesse x du systéme.

On peut noter qu’ici on travaille avec un probléme unidimensionnel, ce qui permet
de n’avoir qu’'une composante de la position et une composante de la vitesse. Il est
important de remarquer que la dimension du probléme (ici un) est différente de la
notion de degrés de liberté qui donne le nombre de variables nécessaires pour décrire
la totalité du systeme (ici I’équation différentielle est du second ordre, il y a donc
deux degrés de liberté). Du fait de la dimension du probléme, une seule composante
d’espace est nécessaire. Comme on a deux degrés de liberté, il faudra deux variables
pour décrire I’état du systéme soit par exemple la position et une de ses dérivées par
rapport au temps.

On peut remplacer I'équation différentielle (6.2) du second ordre a une variable par
le systeme de deux équations différentielles du premier ordre a deux variables :

dx
V= —
q dt
T =f

ce qui permet d’avoir acces a la position x(f) et a la vitesse v().

6.2 Solution et conditions initiales

La donnée de conditions initiales (une position initiale x; et une vitesse initiale )
permet en général d’obtenir une solution unique aux équations précédentes. Il suffit
pour cela que la fonction f soit suffisamment réguliére pour permettre les intégrations
nécessaires.

Une unique solution est obtenue pour chaque condition initiale qui se traduit par une
trajectoire. On a la connaissance compléte du systéme : position, vitesse et accéléra-
tion. Il s’agit de la traduction du déterminisme propre a la mécanique classique.

Exemple de la chute libre sans résistance de I’air avec vitesse initiale
La solution générale est :
1
x(f) = —Egtz +At+ B
Les conditions initiales x(0) = xy et »(0) = x(0) = vy permettent d’obtenir A = vy et
B = xy. On a alors une solution unique :
15
x(f) = —Egt + vot + xq
et

v(t) = —gt + 1
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6.3 Portrait de phase

On appelle plan de phase le plan (x, v) o on porte les valeurs des positions en abscisse
et celles de la vitesse en ordonnées.

Dans le plan de phase, les conditions initiales, a savoir ici position initiale x et
vitesse initiale vy, correspondent a un point M, de composantes (xg, vp). La solution
unique de I’équation du mouvement correspondant a ces conditions initiales décrit
une courbe paramétrée par le temps (x(f), v(f)) : le point donnant I’état du systeéme a
un instant f évolue au cours du temps. La courbe ainsi décrite est appelée trajectoire de
phase. Elle passe par le point représentant les conditions initiales M.

Pour chaque couple de conditions initiales, on peut effectuer la méme étude : on
obtient différentes courbes associées chacune a une condition initiale. L’ensemble des
courbes associées a ’équation du mouvement d’un systéme définit le portrait de phase
du systeme. Ce dernier sera donc obtenu en tragant les trajectoires de phase pour
plusieurs conditions initiales.

6.4 Propriétés des plans de phase

a) Sens de parcours des trajectoires de phase

Les trajectoires de phase sont parcourues dans v=x
le sens des aiguilles d’'une montre.

En effet, dans le demi-plan supérieur ou I'or- /—\

donnée est positive, la vitesse est positive. Or
la vitesse étant la dérivée de la position par rap-
port au temps, la fonction donnant la position
en fonction du temps x(f) est donc croissante.

Si x augmente alors on se déplace de gauche a ~_ | —

droite le long de la courbe.

Inversement, dans le demi-plan inférieur ou
lordonnée est négative, la vitesse est négative
et la fonction donnant la position en fonction
du temps x(f) est donc décroissante. Si x diminue alors on se déplace de droite a
gauche le long de la courbe.

Figure 6.5 Sens de parcours
des trajectoires de phase.

b) Intersection de l'axe Ox avec les trajectoires de phase

Lorsque la trajectoire de phase coupe 'axe des abscisses Ox, soit elle passe par un point
singulier (que 'on va définir) soit elle est perpendiculaire a 'axe Ox.

En effet, la tangente 4 la trajectoire de phase en un point (x, v) peut étre définie
comme la droite passant par ce point et faisant un angle a avec 'axe Ox tel que

v dv

tana = — = 4
dx dx

dt
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dv iy . x .
Or — = f(x, v) par définition de ’équation du mouvement et 3 Upar définition
de la vitesse. On en déduit que

S, v)

v

tan @ =

Or lorsque les trajectoires de phase coupent 'axe des abscisses Ox du plan de phase,
la vitesse v est nulle. On distingue alors deux cas :

e sif(x,v) # 0 alors tan @ — o0 et la tangente a la trajectoire de phase est une droite
paralléle a axe des ordonnées : la trajectoire de phase est perpendiculaire a I'axe
des abscisses,

® sif(x,v) = 0alors tan @ = 0 et on obtient une forme indéterminée pour tan « : on
ne peut conclure sur la valeur de cette quantité et on dit qu'on a un point singulier.

c) Positions d’équilibre dans le plan de phase

Les positions d’équilibre sont définies par :

v=x=0 et x=v=20
soit :

v=20

fep=0 4 SwO=0

Il s’agit des points de I'axe des abscisses ou la vitesse est nulle ou encore des points
pour lesquels on obtenait une forme indéterminée au paragraphe précédent : les points
singuliers.

d) Non-croisement de deux trajectoires de phase

eux trajectoires de phase correspondent a deux conditions initiales distinctes et ne
D t toires de ph dent a d diti initiales distinctes et
peuvent se couper en dehors de I'axe des abscisses que si elles sont confondues.

En effet, si on suppose que deux trajectoires de phase se coupent en un point M
qu’on peut considérer comme conditions initiales. L'unicité de la solution pour des
conditions initiales données prouve que les deux trajectoires sont confondues.

On remarquera cependant que deux trajectoires de phase peuvent se croiser en un
point singulier.

e) Trajectoire de phase et systemes périodiques

Si la trajectoire se referme sur elle-méme, on retrouve les conditions initiales et elle
se reproduit par la suite identique a elle-méme. Le mouvement est périodique et le
temps de parcours de la trajectoire de phase est égal a la période du mouvement.
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6.5 Exemple de portrait de phase : la chute libre

On a vu que l'équation du mouvement

de la chute libre est x = —g et que, par
intégration, on a : v = x = —gf + vy et
x = —%gtz + vgt + xo. En éliminant ¢ de ces

deux derniéres relations, on obtient I’équa-
tion de la trajectoire de phase correspon-

dant aux conditions initiales x(0) = xq et
v(0) = vy :
v 2
x=—-——"+1x)t+ —
2¢ 22

Les trajectoires de phase sont donc des para-
boles d’axe Ox.

\
\

7
/

/

Figure 6.6

Portrait de phase

de la chute libre.

6.6 Portraits de phase des systémes conservatifs

Comme il n’y a que des forces conservatives, I’énergie mécanique se conserve et on

peut écrire :

1
Ec+ Ep(x) = Emvz + Ep(x) = Em = constante

Il s’agit bien de I’équation d’une trajectoire de phase puisqu’elle relie la position x et
la vitesse v = x. On en déduit que les trajectoires de phase sont des courbes isoéner-
gétiques (c’est-a-dire ayant méme énergie mécanique) pour un systéme conservatif.

Soit un systeme dont I’énergie potentielle a I'allure suivante :

U

Figure 6.7 Exemple d'énergie potentielle.
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Suivant les conditions initiales et la valeur correspondante de 1’énergie mécanique,
les trajectoires de phase ont différentes allures. On présente dans ce qui suit I'analyse
de quelques cas correspondant tous a une vitesse initiale nulle et différentes positions
initiales xy. On note Em I'énergie mécanique.

e Pour une énergie mécanique Em = Eg, on a une seule position possible correspon-
dant a une position d’équilibre stable, le point matériel ne bouge pas, la trajectoire
de phase se réduit au point d’abscisse x = x¢ de 'axe des abscisses.

e Pour une énergie mécanique Em = Ej et une position initiale xyp = x5, on a un
mouvement oscillatoire entre les points d’abscisse x5 et xf autour de la position
d’équilibre x = xg, la trajectoire de phase est fermée et parcourue dans le sens des
aiguilles d’une montre. Le mouvement est périodique.

e Pour une énergie mécanique Em = Ej, on distingue deux cas suivant la position
initiale :
0 xp = x4 : on est dans une situation analogue a celle du cas xp = x¢ et Em = Ej,
le point ne quitte pas sa position d’équilibre stable, la trajectoire de phase est le
point d’abscisse x = x4 de 'axe des abscisses.

o x9 = &% : on a un mouvement oscillatoire entre les points d’abscisse x) et x/
autour de la position d’équilibre x = xg, la trajectoire de phase est fermée et
parcourue dans le sens des aiguilles d’'une montre, le mouvement est périodique.

e Pour une énergie mécanique Em = E3, on a deux mouvements oscillatoires pos-
sibles sans qu’un passage de 'un a 'autre puisse avoir lieu : si xp = x3, le point
oscille entre les points d’abscisse x3 et x5 autour de la position d’équilibre x = x4 et
si xg = &%, il oscille entre les points d’abscisse x4 et x% autour de la position d’équi-
libre x = x¢ ; dans les deux cas, la trajectoire de phase est fermée et parcourue dans
le sens des aiguilles d’'une montre, le mouvement est périodique.

e Pour une énergie mécanique Em = Ej, on atteint le cas limite de la situation pré-
cédente Em = Ej : les deux trajectoires de phase ont un point commun en x = x5.
Il ne s’agit pas d’un point ou le systéme a le choix entre les deux trajectoires :
lorsqu’il est sur une trajectoire (soit entre x, et x5 autour de x4 soit entre x5 et x5
autour de xg), il y reste. Le point x = x5 est un point d’arrét. On appelle séparatrices
les deux trajectoires correspondant a cette situation : elles sont la limite des cas du
type Em = Ej et des cas qui sont décrits apres pour Em = E;. On notera que le
point d’arrét correspond a la position d’équilibre instable.

e Pour une énergie mécanique Em = Ej, on a une trajectoire libre entre x; et +00
autour des trois positions d’équilibre x4, x5 et x¢.
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Figure 6.8 Portrait de phase associé a l'énergie potentielle précédente.

Si Es est proche de Eg, les mouvements sont petits autour de la position d’équilibre :
on verra au chapitre suivant qu’on retrouve un oscillateur harmonique et que la tra-

jectoire de phase est une ellipse.

Si E3 est assez grande par rapport a Ej
(donc a Eg), les mouvements sont pério-
diques mais pas harmoniques et les trajec-
toires de phase ne sont plus des ellipses.

6.7 Influence des frottements

Lapplication du théoréeme de I’énergie
cinétique au probléme d’un point matériel
soumis 4 une force conservative d’énergie
potentielle Ep et a une force de frottement
donne :

dEm = d (Ec+ Ep) = W' < 0

donc Iénergie mécanique diminue.

Par conséquent, dans le cas d'un puits
de potentiel représenté sur la figure ci-
contre, la diminution de I'énergie méca-
nique conduit a une réduction de I'ampli-
tude des oscillations du systeme et au bout
d’un temps infini, le systéme se retrouve

U

Figure 6.9 Influence des
frottements sur un portrait de phase.
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dans sa position d’équilibre stable. On en déduit I'allure de la trajectoire de phase qui
se rapproche petit a petit de la position d’équilibre.

Cas d’un systéme amplificateur

Dans le cas d’un systéeme amplificateur, on fournit de I’énergie au systeme : on obtient
donc leffet inverse, la trajectoire de phase s’éloigne de plus en plus de la position
d’équilibre.

7. Etude énergétique d'une masse suspendue
a un ressort

On reprend 'exemple d’une masse ponctuelle suspendue a un ressort dont 'autre
extrémité est fixe, qui a déja été traité au chapitre précédent.

7.1 Positions d’équilibre - Stabilité

Les deux forces, force de rappel du ressort et poids, travaillent. Il a été établi que
Iénergie potentielle de la force de rappel du ressort s’exprime par :

1
2
Epressort = 5 (I=l)y+C
en notant C une constante et que 1’énergie potentielle associée au poids est :
/
Eppoids =—mgx+C

ot C’ est une constante, I'axe Ox étant dirigé selon la verticale descendante.

Dans le cas du mouvement horizontal, 'énergie potentielle du poids est une constante
puisque l'altitude ne varie pas. En prenant comme origine des potentiels la position
d’équilibre x,, c’est-a-dire la position telle que la longueur du ressort soit sa longueur
a vide, on obtient I'expression suivante de Iénergie potentielle totale du systeme :

1
Ep = —kX?

2
ou X = x — X
Dans le cas du mouvement vertical, le terme d’énergie potentielle liée au poids doit
étre pris en compte :

1

Ep = —mgx + Ek(x )+

On choisit I'énergie potentielle nulle a la position d’équilibre x,, = Iy + 7¢. L’expres-
sion de I’énergie potentielle totale du systeme devient :

1
Ep = —kX°
P=3
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On a donc dans les deux cas la méme expression et on remarque que I’énergie poten-
tielle du poids disparait.

On retrouve également qu’a ’équilibre, I’énergie potentielle Ep est minimale et qu’il
s’agit d’une position d’équilibre stable.
7.2 Equation du mouvement

On applique le théoréme de I'énergie cinétique pour retrouver I’équation du mouve-
ment.

Dans tous les cas, la position du point matériel est repérée par rapport a la position
d’équilibre.
L’énergie mécanique est :

[

Em = Ec+ Ep = —mX" + —kX

2 2

soit en dérivant par rapport au temps :
mXX + kXX =0

Comme on étudie le mouvement, I'équation X = 0 est sans intérét (point immobile).

On en déduit donc 'équation du mouvement :
. k
X+—-X=0
m

qui est la méme que celle établie par le principe fondamental de la dynamique.
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A. Applications directes du cours

D La force est-elle conservative ?
Un point M (x, y) est soumis a I'action d’une force dépendant de la position selon la relation :
=0 —xDu, + Sxyﬁ;. On donne les points A(xg, 0), B(0, yo) et C(xo, yo)-

1. Calculer le travail de 7) lorsque M se déplace de I'origine a C directement.
2. Méme question en passant par A.

3. Méme question en passant par B.

4. Conclure sur la nature conservative ou non de ?

D Travail d’une force

Un homme tire un tralneau de bas en haut d’une colline dont
la forme est assimilée 4 un demi-cercle de rayon R, de centre ﬁ\
—

O. 1l exerce une force de traction T constante en norme et
faisant un angle a constant avec le sol. /’

-
1. Déterminer le travail de la force T sur le trajet.

2. a) Sachant que 'homme se déplace a vitesse constante v,
—

déterminer la réaction normale R, exercée sur le traineau en Figure 6.10
fonction de m, g, 8 ('angle polaire), T, a R et v.

b)_> La loi d_e) Coulomb donne la norme de la force de frottement du traineau sur le sol
1 Erll = flIRx
trajet.

B Le Marsupilami

Le Marsupilami est un animal de bande dessinée créé par Franquin aux capacités physiques
remarquables, en particulier grace a sa queue qui posséde une force importante. Pour se dépla-
cer, le Marsupilami enroule sa queue comme un ressort entre lui et le sol et s’en sert pour se
propulser vers le haut.

, f étant une constante. Déterminer le travail de la force de frottement sur le

On appelle ¢y = 2 m la longueur a vide du ressort équivalent. Lorsqu’il est complétement
comprimé, la longueur du ressort est £,, = 50 cm. La masse m de 'animal est 50 kg et la queue
quitte le sol lorsque le ressort mesure £. On prendra ¢ = 10 m.s~2.

Quelle est la constante de raideur du ressort équivalent si la hauteur maximale d’un saut est
h =10 m? Quelle est sa vitesse lorsque la queue quitte le sol ?

D Toboggan

Un adulte (m = 70 kg) descend un toboggan d’une hauteur & = 5 m faisant un angle a = 45°
— — —
avec le sol. La norme de la force de frottement T est donnée par || T'|| = f|| R, ou f =0, 4

. = ’ . p—
est le coefficient de frottement et R la réaction normale. On prendra ¢ = 9, 8 m.s >

1. Calculer la variation d’énergie mécanique due au frottement entre le haut et la bas du
toboggan.
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2. Déterminer la vitesse de la personne en bas du toboggan. Comparer la a celle qu’il aurait
s’1l n’y avait pas de frottement.

B Interaction entre particules chargées
On considere deux particules A (fixe) et B (mobile), de méme masse m et de charge respective

—
q AqB AB

1 1B C’est la seule force a
)

g4 et gg. On rappelle que la force de Coulomb est ? =

prendre en compte dans cet exercice.

—
1. Déterminer I’énergie potentielle dont dérive la force f .

2. On suppose ¢4 = g = ¢. On lance B vers A avec la vitesse vy. A quelle distance minimale
B s’approche-t-elle de A?

3. On suppose g4 = —qp = q. Quelle vitesse minimale faut-il donner a B pour qu’elle puisse
s’échapper a l'infini ?

B. Exercices et problémes

D Cycliste au Tour de France, d’aprés Centrale 2006

Un cycliste assimilé a un point matériel se déplace en ligne droite. Il fournit une puissance
mécanique constante li) les forces de frottement de I'air sont proportionnelles au carré de la
vitesse v du cycliste (F; = —kvv'), k est une constante positive. On néglige les forces de
frottement du sol sur la roue et on choisit un axe horizontal Ox.

1. En appliquant le théoréme de la puissance cinétique, établir une équation diftérentielle en
v et montrer qu’on peut la mettre sous la forme :
dv
m*— =P — kv’
dx
2. a) On pose f(x) = P — kv’. Déduire des résultats précédent, I'équation différentielle
vérifiée par f.

b) Déterminer expression de la vitesse en fonction de x, s’il aborde la ligne droite avec une
vitesse V.

D Bille dans une gouttiere, d’aprés ICNA 2006

Une bille, assimilée a un point matériel M de J A

masse m, est lachée sans vitesse initiale depuis y
le point A d’une gouttiére situé a une hau- I l?
teur /1 du point le plus bas O de la goutticre.

Cette derniere est terminée en O par un guide  h
circulaire de rayon a, disposé verticalement. C
La bille, dont on suppose que le mouvement e M

a lieu sans frottement, peut éventuellement 0

quitter la gouttiére a 'intérieur du cercle. On \ > X
désigne par ¢ = —gu, l'accélération de la
pesanteur. Figure 6.11
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1. Calculer la norme vy de la vitesse en O puis en un point M quelconque du cercle repéré
par l'angle 6.

2. Déterminer la réaction de la gouttiére en un point du guide circulaire.

3. Déterminer la hauteur minimale de A pour que la bille ait un mouvement révolutif dans
le guide.

B Pendule

Un pendule est constitué d’un point M de masse m suspendu a un fil de longueur £ et de
masse négligeable. Le point d’attache O du fil est pris comme origine du repére d’un axe Oz
ascendant. On note vy la vitesse lorsque M est en z = —/.

1. Avec un raisonnement énergétique, déterminer la norme de la vitesse v lorsque M est a la
cote z.

2. En déduire la tension T du fil a I'altitude z.

3. Discuter suivant la valeur de v le type de mouvement obtenu : oscillatoire non interrrompu
(T ne s’annule pas), oscillatoire interrompu, révolutif (le pendule effectue un tour) interrompu
ou non interrompu.

D Equilibre de charges et petits mouvements
Tous les mouvements ont lieu le long de 'axe Ox et on néglige leffet du poids. La force

électrostatique exercée par un point M; de charge g sur un point M, de charge ¢ est :

—
7) _ N9 u
47TE() M1M22

— s oA
W étant un vecteur unitaire dirigé de M; vers M.

On travaille dans un référentiel R supposé galiléen.

1. Un point matériel de charge g est fixé en O, origine du repére. Un autre point matériel
M de charge identique g, initialement a droite de O, a la distance a de O, est abandonné sans
vitesse initiale.

a) Déterminer en fonction de x = OM > 0 I’énergie potentielle associée a la force électro-
statique subie par M. On la prendra par convention nulle pour M a I'infini.

b) Déterminer la vitesse de M lorsqu’il est a 'infini.

2. Un autre point matériel fixe O’ de charge 44 est ajouté A une distance 2a a droite de O. Le
point M est placé entre O et O'. Déterminer vectoriellement la force qui s’exerce sur M en
fonction de x = OM (0 < x < 2a). En déduire la position d’équilibre.

3. Déterminer I'expression de I'énergie potentielle E,(x) du point et étudier la stabilité de la
position d’équilibre pour 0 < x < 2a.

4. Déterminer I’énergie mécanique du point M.

5. Représenter l'allure de E,(x) pour la particule de charge ¢q pour x € [0, 24]. Calculer la
valeur de I'extremum.
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6. On liche M sans vitesse initiale 4 une distance a de chacune des charges. Déterminer
graphiquement puis par le calcul les distances d’approche minimales de O et O’ et I’énergie
cinétique maximale.

7. On lache sans vitesse initiale le point M (de charge q) au voisinage de la position
d’équilibre (C.f. question 2). Etablir 'équation différentielle du mouvement au voisinage de
cette position ainsi que la pulsation des petites oscillations. On rappelle que si x < 1 alors
ala — 1)x?

5 .

B Tige avec ressort

On considére une tige fixe, dans un plan vertical xOz, faisant
Pangle a avec 'axe Oz. Un anneau M de masse m est enfilé
sur la tige et astreint a se déplacer sans frottement le long de
celle-ci. Cet anneau est également relié a un ressort de raideur
k et de longueur a vide ¢, dont l'autre extrémité est fixée en
O. On repeére la position de M par OM = X.

A+x)%~1+ax+

1.  Quelles sont les forces conservatives appliquées a M ?
Déterminer 'expression de leur énergie potentielle E, en fonc-
tion de X et a.

Figure 6.12

2. Etablir I'équation différentielle du mouvement a I'aide du théoréme de I'énergie méca-
nique.

3. a) Etudier la fonction E,(X) dans le cas ot mg cos(a) < kl,. Tracer son allure.
b) Discuter sur le graphique les mouvement possibles en prenant a t = 0 les conditions initiales

suivantes : X = [, et — = I/. Préciser la valeur maximale de 1}, pour que le mouvement se

fasse entre deux positions extrémes X; > 0 et Xp > 0.

c) Déterminer les fonctions 1/(X) et X(f) dans les conditions de la question précédente.

D Mouvement d’une bille reliée a un ou deux ressorts sur un cercle

On considére le mouvement d’une bille M de masse m pouvant coulisser sans frottement sur
un cerceau de centre O et de rayon R. On note AB le diameétre horizontal du cerceau, Ox
I'axe horizontal, Oy l'axe vertical et € angle entre Ox et OM. Le sens trigonométrique est
pris positif.

1. Dans un premier temps, la bille est attachée a un ressort de longueur a vide nulle et de
raideur k dont la seconde extrémité est fixée en B.

a) Déterminer 'angle a entre MO et MB en fonction de 6.

b) Etablir I'expression de la longueur de ressort en fonction de R et 6.

c) FEtablir I'équation différentielle du mouvement.

d) Déterminer les positions d’équilibre.

e) On écarte la bille de sa position d’équilibre. Ecrire 'équation du mouvement.

f) A quelle condition a-t-on des oscillations ?
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2. Dans la suite, en plus du ressort précédent, on attache la bille 4 un deuxiéme ressort iden-
tique au premier dont la seconde extrémité est fixée en A.

a) Déterminer I'angle 8 entre MO et MA en fonction de 6.

b) Etablir I'expression de la longueur MA en fonction de R et 6.
c) Etablir I'équation différentielle du mouvement.

d) Les ressorts interviennent-ils dans le mouvement ?

e) Définir la force résultant des tensions des ressorts et justifier d’'une deuxiéme maniére la
réponse de la question précédente.

f) Exprimer 'énergie potentielle de M en fonction de R, m, g et 6 en prenant comme origine
des potentiels le point le plus bas du cerceau.

g) Retrouver ainsi ’équation du mouvement.
h) Quelles sont les positions d’équilibre ?

i) Sont-elles stables ?

. , . e . N .
j) Exprimer la réaction N du cerceau en fonction de 6 sachant qu’on abandonne la bille
depuis 0 = 0 sans vitesse initiale.

k) Etablir la condition 4 vérifier pour que la bille quitte le cerceau.

1) En déduire une condition nécessaire en fonction de k, R, m et ¢ pour qu’il en soit ainsi
pour 6y = 0.

D Mouvement d’un anneau sur une piste circulaire, d’aprés CCP 2004
On considere le dispositif de la figure
(6.13) ou un objet assimilable a un point
matériel M de masse m se déplace solidai-
rement a une piste formée de deux parties
circulaires de rayon R; et R;, de centre C;
et C, dans un plan vertical.

On repere la position de M par l'angle 6 .

Pour la partie (1), 6 € [*g, 77} et pour

5
la partie (2), 6 € |, 7] I n’y a pas de
frottement et on note g 'accélération de la

pesanteur.

1. Exprimer 'énergie potentielle de
pesanteur E, du point M en supposant
E, = 0 au point B (0 = ). On distin-
guera les cas (1) et (2).

2. Tracer I'allure de E,(6).

F

3. Déterminer les positions angulaires Figure 6.13
d’équilibre et leur stabilité.
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4. Lanneau est initialement en A (8 = —/2), il est lancé A une vitesse 1 dans le sens
trigonomeétrique.

a) A quelle condition sur la vitesse V) 1”anneau peut-il atteindre le point F (6 = 277) ?

b) Cette condition étant remplie, donner 'expression de sa vitesse I’r en fonction des données
du problemes.

c) A quelle condition sur V, I'anneau sort-il de la piste en S (§ = 57/2).

B Pendule simple modifié, d’aprés ENSTIM 2005

On considere un pendule simple modifié (figure 6.14). Un mobile ponctuel M de masse m, est
accroché a 'extrémité d’un fil inextensible de longueur L et de masse négligeable, dont I'autre
extrémité est fixe en O. On néglige tout frottement. Lorsque 6 > 0, le systéme se comporte
comme un pendule simple de centre O et de longueur de fil L. A la verticale et en dessous
de O, un clou est planté en O' avec OO’ = L/3, qui bloquera la partie haute du fil vers la
gauche.

O O
<\+
L —
3 thr
clou > O

2L 1

3 1

1

1

1

02 !

1

1

M 1

(n) :

Figure 6.14

Quand 6 < 0, le systéme se comporte donc comme un pendule simple de centre O’ et de
longueur de fil 2L /3. On repére la position du pendule par 'angle § qu’il fait avec la verticale.
A la date t = 0, on abandonne sans vitesse initiale le mobile M en donnant au fil un inclinaison
initiale 8(0) = 6y > 0. On note #; la date de la premiere rencontre du fil avec le clou, #, la
date de premiere annulation de la vitesse du mobile pour § < 0. L’intervalle de date [0, ;|
est nommé premiére phase du mouvement, 'intervalle [#, ] est nommé deuxiéme phase. A
la date f; immédiatement inférieure a t;, le fil n’a pas encore touché le clou et a la date £,
immeédiatement supérieure, le fil vient de toucher le clou.

1. Par le théoréme de la puissance mécanique, établir I'équation diftférentielle vérifiée par 6
pour la premiére phase du mouvement.

2. Dans I’hypothese des petites oscillations, on suppose sin § o~ 6. Déterminer la durée ot de
la premiére phase du mouvement sans résoudre 1’équation.

3. En utilisant le théoreme de I'énergie mécanique, déterminer la vitesse v;” de M a la date
t; . En déduire la vitesse angulaire w; a cette date.
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Chapitre 6 — Aspects énergétiques de la dynamique du point

4. Le blocage de la partie supérieure du fil par le clou ne s’accompagne d’aucun transfert
énergétique. déterminer la vitesse v} de M A la date /. En déduire la vitesse angulaire @] A
cette date.

5. En utilisant les résultats des questions 1 et 2, donner sans calcul la durée 6¢;; de la deuxiéme
phase.

6. Déterminer 'expression de I'angle 6, a la date f,.

7. Décrire brievement la suite du mouvement de ce systeme et donner 'expression de sa
période T.

de
8. Dresser I'allure du portrait de phase, dans le systéme d’axes <0, E) . Conclure.
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Oscillateurs harmoniques

et amortis par frottement
fluide

L'objet de ce chapitre est 'étude des oscillateurs harmoniques et amortis par frotte-
ment fluide. On applique les résultats établis dans les chapitres précédents.

1. Oscillateurs harmoniques

Les oscillateurs harmoniques décrivent des comportements oscillants qu’ils soient dus
a une nature intrinsequement oscillatoire (comme le mouvement d’une masse reliée a
un ressort) ou a un mouvement au voisinage d’une position d’équilibre (comme dans
le modéle d’une liaison moléculaire). Dans les deux cas, on utilise le méme modeéle
de loscillateur harmonique.

1.1 Exemples d'oscillateurs harmoniques

Aux chapitres précédents, on a étudié le mouvement d’une masse attachée a un ressort.
Que le mouvement soit vertical ou horizontal, on a obtenu 1’équation suivante :

.k
x+—x=0
m

en notant x 'allongement du ressort par rapport a sa position d’équilibre. Il s’agit de
I’équation caractéristique des oscillateurs harmoniques.

Avant de décrire le mouvement correspondant, nous verrons un autre exemple
conduisant au méme type d’équation du mouvement : I’étude des petites oscillations
au voisinage d’une position d’équilibre stable.

N

Considérons une particule ponctuelle de masse m soumise 4 la seule force f conser-

vative. Celle-ci dérive de l’énegie potentielle Ep ne dépendant que d’un parameétre
.. , . —

de position x. On a établi que f = f.u, avec:

_dEp

fe= dx



Chapitre 7 — Oscillateurs harmoniques et amortis

Dans le chapitre sur les aspects énergétiques, on a établi que si Ep(x) admet un mini-
mum pour x = xy, il existe un point d’équilibre stable en x = xy. On peut effectuer
un développement limité a lordre 2 de 'énergie potentielle au voisinage de ce point :

dEp (x — x0)* [ d’Ep
Ep(x) = E + (x — — +
p(x) = Ep(xo) + (x — xo) < . ) . > )

Le fait d’effectuer un développement limité restreint ’étude a de faibles amplitudes
autour de x( de maniére a pouvoir écrire :

|x — xo0| < [0

Autrement dit, on se place au voisinage de 1’équilibre.

Puisqu’on a un minimum en x = x,

dEp
== -0
( dx >x=x()

et on peut assimiler la fonction Ep(x) a une parabole au voisinage de ’équilibre :

Ry 2
Ep(x) = Ep(xo) + b — x0) (d Ep)

2 da?

d?Ep
0
( dx? >x:m 7

On en déduit alors I'expression de la force au voisinage de la position d’équilibre :

en faisant 'hypothése que

On notera k cette quantité.

dE
fi= ——dp = —k(x — x0)
X

On peut d’ores et déja noter I'analogie évidente entre 'expression de cette force et
celle de la force de rappel d’'un ressort.

La projection du principe fondamental sur 'axe Ox donne :
mx = —k (x — xq)
soit
.k
u+—u=0
m

en posant # = x — xg. On retrouve la méme équation différentielle que dans les deux
exemples précédents. Il s’agit de celle d’un oscillateur harmonique.
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1.2 Etude du mouvement d’un oscillateur harmonique

On note I'équation diftérentielle sous la forme :
. 2
X+ wx=0

quel que soit le systeme dont elle est issue. Dans les différents exemples envisagés
précédemment, la constante étant toujours positive, on la prend sous la forme d’un
réel au carré sans que cela n’apporte de conditions supplémentaires. On peut noter

k
que dans le cas d’un point matériel relié a un ressort, wy = 4/ —.
m

a) Caractéristiques du mouvement

On rappelle que la solution de cette équation diftérentielle s’écrit :
x(t) = A cos wot + Bsin wgt

ou A et B sont des constantes réelles a déterminer a partir des conditions initiales. On
peut également la mettre sous la forme :

x(t) = X cos (wot + @)

5 > A i B

avec X = VA*+ B+, cosp = X etsing = e
e X désigne 'amplitude du mouvement,
® w sa pulsation,
e ¢ la phase initiale.

A et B, ou X et ¢, sont des constantes a déterminer a partir des conditions initiales.
On peut noter qu’il faut deux conditions initiales pour obtenir les deux constantes, ce
pourra étre la position et la vitesse initiales.

T
Le mouvement est périodique, de période T'= — indépendante de 'amplitude du
®

0
mouvement : on dit qu’il y a isochronisme des oscillations.

b) Aspect énergétique

Dans ce paragraphe, on utilise I'expression de la solution sous la forme :
x(t) = X cos(wt + ¢).
La seule force considérée ici est une force conservative dérivant du potentiel

1
Ep == Ekxz
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Ep étant défini 4 une constante pres, on a choisi Ep(0) = 0. L’énergie potentielle du
systeme s’ écrit donc :

1 1
Ep = Ekxz = Esz cos® (wot + @)

L’énergie cinétique est par définition :

1

Ec = —mx’

Or x = —Xwy sin (wyt + ¢) donc

1
Ec = szzwé sin” (wot + @)

Comme w3 = —, on peut écrire :
m

1 .
Ec = EkXZ Sll’l2 (C()()[ + QD)
L’énergie mécanique, somme des énergies potentielle et cinétique, s’écrit donc :
1 1 .
Em=Ep+ Ec= Ekxz + mez

1 1 1
= EkXZ cos? (wot + @) + EkX2 sin? (wot + @) = EkXZ

L’énergie mécanique est une constante du mouvement, ce qui n’a rien de surprenant
puisque toutes les forces sont conservatives.

Les valeurs moyennes des énergies potentielle et cinétique sont :

1 [7 1 [T 1
Ep >= — Ep(f) dt = — — kX2 cos? (wot + @) dt = —kX?
< Lp> T/o p(t) T/o 5 cos” (wot + @) 1

et

< Ec > 1/TE(t) de l/T11e)<2'2( t+ @) de 1leX2
= — = — - Sin- (W = —
‘T ) T/, 2 orTe 4

Les valeurs moyennes des énergies potentielle et cinétique sont égales, il y a en per-
manence un transfert d’énergie entre les deux formes, potentielle et cinétique.

1.3 Portrait de phase de loscillateur harmonique

L’équation du mouvement mX + kx = 0 peut se mettre sous la forme :

k

v=g(x,x) = ——x
m
xX=v
On peut donc chercher a établir allure du portrait de phase.
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Pour cela, on dispose de deux méthodes :

e Utilisation de I'intégrale premiére du mouvement :
On utilise la conservation de I’énergie mécanique et on obtient :
1 1
¥+ —wix* = C
2 2
ou C désigne une constante qui varie avec les conditions initiales. En notant

A=2C>0et B=—5 >0, "équation de la courbe se met sous la forme :
@y
e
4+
A B

qui est I’équation cartésienne d’une ellipse.

e Explicitation de la solution :
La résolution de I’équation différentielle conduit 4 la solution :

x = Acos(wpt + ¢)

ou A et ¢ sont des constantes variant avec les conditions initiales'. On en déduit

v =x = —Awysin(wgt + ¢) et comme sin®x + cos?x = 1 pour tout x on a :
Vv 4 X2 1
2,2 " a2 T
Acwy A

On retrouve I’équation cartésienne d’une ellipse.

Lorsque la constante C est nulle, la trajectoire de phase est réduite au point de coor-
données x = 0 et v = 0. C’est le centre des diftérentes ellipses, il correspond i la
position d’équilibre du systeme.

Le portrait de phase d’un oscillateur
harmonique est donc un ensemble
d’ellipses de centre commun qui se
déduisent les unes des autres par
homothétie.

On peut remarquer que :

e en tracant (x, ,-), les trajectoires de &

phase sont des cercles,

e dans le plan (x,v), les trajec-
toires de phase seront des cercles

lorsque wy = 1 rads™!, ce
qui correspond a une fréquence Figure 7.1 Portrait de phase de
fo= ;v_;; =0, 159 Hz. Uoscillateur harmonique.

'Si les conditions initiales sont xy et v alors ¢ = —Arctan—> et A = =L

[CHE) cos @ ”
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2. Oscillateurs amortis

Dans le paragraphe précédent, on n’a pas tenu compte d’éventuelles forces de frotte-
ment. Or les frottements existent toujours mais se font plus ou moins ressentir. On
s’intéresse ici au cas ou on a un frottement fluide proportionnel a la vitesse dont la
force s’écrit :

2.1 Equation différentielle du mouvement

On établit I’équation différentielle du mouvement sur 'exemple d’un oscillateur a
ressort.

On procéde toujours avec les quatre étapes :

1. Systeme : point matériel de masse m se déplacant le long d’un axe Ox, dont I'ori-
gine de I'axe est fixée au niveau de la position a I’équilibre du point matériel,

R étérentiel du laboratoire considéré comme galiléen,

Bilan des forces :
e la force de rappel —kxuy,

e la force de frottement —Ax,,

e le poids qui est compensé soit par la réaction de I'axe dans le cas ou le pendule
est horizontal soit « par la position d’équilibre » dans le cas ou le pendule est
vertical.

4. Résolution par application du principe fondamental de la dynamique, projeté sur
laxe Ox :
mx = —kx — Ax

L’équation différentielle du mouvement est donc

L ALk
X+ —x+—x=0
m m

2.2 Analogie avec le circuit électrique R, L, C série

On a déja rencontré ce type d’équation diftérentielle dans le cours d’électricité lors de
I'étude du circuit R, L, C série en court-circuit. Les phénomeénes d’oscillations sont
donc présents dans divers domaines de la physique comme la mécanique et I’électro-
cinétique.

Pour donner un sens physique a I'analogie qui va étre établie, il faut réécrire I’équation
différentielle électrique en fonction de la charge g de la capacité au lieu de sa tension
u et considérer le circuit R, L, C série en court-circuit. On a la relation ¢ = Cu, ce
qui permet d’obtenir :

. .q
Li+Ri+-L =0
17" ¢
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Le tableau suivant explicite 'analogie qui peut étre faite entre la mécanique et ’élec-

trocinétique :
Mécanique Electronique
Equation différentielle mx+ Ax+ kx =0 Lg+Rg+ %q =0
Pulsation propre % Ll_C
Variables élongation x charge ¢q
vitesse v = X intensité i
masse inductance L
ressort de raideur k capacité e
frottement proportionnel
a v de coefficient A résistance R
énergie cinétique %méc2 énergie magnétique %Lé]z
énergie potentielle %kxz énergie électrostatique %%qz

Dés qu’on aura, quel que soit le domaine concerné, une équation différentielle du
type oscillateur amorti, I’ensemble des résultats pourra étre obtenu par simple ana-
logie comme celle qu’on vient d’établir entre le pendule mécanique amorti et le
circuit R, L, C série en court-circuit. L’étude que I'on va refaire en mécanique n’est
pas nécessaire : il suffit d’établir les résultats par analogie avec ce qui a été fait en
électrocinétique.

2.3 Trois types de régimes

a) Equation caractéristique

L’équation du mouvement s’écrit :

L, ALk
X+ —x+—x=0
m m

On a ’habitude de mettre cette équation sous une forme dite canonique :

X+28x+ wix=0 (1)

. : | k A . .
Ici cela revient a poser wy) = {/ — et £ = o On utilisera cette notation dans toute
m m

la suite. On notera qu’en électricité, on a utilisé une définition différente pour ¢ : le
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coefficient de la dérivée premiére était notée 2£ @ au lieu de 2¢. Ici cela reviendrait a

poser ¢ = ——=. Il faudra effectuer ce remplacement pour retrouver rigoureusement

Vikm

les mémes expressions.
D’autres écritures pourraient étre adoptées :
e en fonction de wy et d’un temps de relaxation 7 : on introduit la quantité 7

~om 1
T=o= 2%
qui est homogene a un temps et qu'on appelle temps de relaxation. L’équation
différentielle peut alors se réécrire :

., 1. 2
X+ —x+wjx=0
T

e en fonction de w et du facteur de qualité Q : le facteur de qualité est défini comme
la quantité sans dimension qu’il est possible de former a I’aide de la pulsation propre
et du temps de relaxation :

Q=wyt =27m—
To
On peut alors écrire 1’équation différentielle sous la forme :
. Wo.
B+ —k+wlx=0
Q

Pour résoudre I’équation différentielle sous la forme (1), on introduit I’équation carac-
téristique associée :
P+ 28+ wl =0

Si on appelle 1y et r, les solutions de ’équation caractéristique, la solution s’écrit :
x(f) = Ae"' + Be™'

Plusieurs types de solutions sont distingués suivant le signe du discriminant réduit de
I'équation caractéristique :

/ 2 2
A= ¢ — w

b) Régime pseudopériodique
Il s’agit du cas ou le discriminant est négatif :
A k 1 1
E<w)ys — <\ — S wT>=- Q> -
2m m 2 2

Cela correspond donc au cas ot le frottement défini grace au coefficient A est faible.
On peut noter que l'oscillateur harmonique correspond a la limite A = 0.
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Les deux racines de I’équation caractéristique sont complexes conjuguées :

rp =—¢étinJwi—=—-¢tio

La solution de I’équation diftérentielle s’écrit donc :
x = exp(—£&1) (X cos wt + Xp sin wf) = X exp(—£1) cos (wt + @)

ou (X1, Xp) ou (X, ¢) sont des couples de constantes a déterminer a partir des condi-
tions initiales.

On peut écrire la solution sous la forme du produit d’'une amplitude dépendant du
temps A(f) = Xexp(—£&f) et d’un terme d’oscillations cos (wt + ¢). Des oscillations
sont observées mais leur amplitude A(f) diminue exponentiellement au fur et 2 mesure
qu’ont lieu les oscillations. On verra que cette décroissance correspond a une dissipa-
tion d’énergie due au frottement.

x . .
A décroissance exponentielle

X / de Pamplitude
\ /\ 7\\§§7\‘_‘7’*-— >
Vs

X0

S——~Z - —

- -

e

A\

oscillations

I
I
|

-7
I
1
I
1
I
I

P
pseudopériodique  x(0)=x, v(0)=w,

Figure 7.2 Régime pseudopériodique de l'oscillateur amorti.

Pour ce type de mouvement, on définit deux grandeurs : la pseudopériode et le
décrément logarithmique.

Pseudopériode

C’est I'intervalle de temps entre trois passages par la position d’équilibre, a savoir la
période du cos (wf + ¢) qui vaut :

27 27
T = — = =
w W 1— §_2
V wy
Or, dans le cas étudié ici, — = < 1, on en déduit que T > Tj en notant
) 21’}’!0)()

27 ) . . . .
Ty = — la période de I'oscillateur harmonique associé ou période propre.
o
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Dans le cas d’'un amortissement tres faible — < 1, on peut effectuer un développe-
wo

. -, ,o. NI T} a
ment limité de la pseudopériode a 'ordre 2 en — :
Wo

27 2

T~ — 1+§—2+... ~ Ty
W 2(1)0

On peut identifier la pseudopériode a la période propre dans le cas d’'un amortissement

tres faible.

A la limite ou il n’y a pas de frottement, on retrouve 1’égalité avec la période, ce qui
est normal et rassurant.

Décrément logarithmique

Il caractérise I’amortissement :
At At 2

(1 ' (1) _ T T
(+1) " " AW exp(—€T) o E

6=1In
A

c) Régime apériodique

Il correspond au cas A’ > 0 donc a by apériodique
un fort frottement. L’équation carac- X0
téristique admet alors deux racines critique

réelles :

re =—¢(£4/E — t

Comme ¢ < /& — o}, les deux \A x(0) = x;

solutions sont négatives.

) ) ) . pseudopériodique v(0)=wo
La solution de I’équation différen- . ) )
Figure 7.3 Comparaison des régimes d'un

ielle : . .
telle oscillateur amorti.

x = Xjexp(rsf) + Xo exp(r—f)

est la somme de deux exponentielles décroissantes. L'amplitude diminue au cours du
temps sans que n’apparaissent d’oscillations, d’ou le nom donné de régime apériodique a
ce type de solutions.

d) Régime critique
Ce régime correspond au cas A = 0. L’équation caractéristique admet
r=—&=—w
comme racine double. La solution s’écrit alors
x = (X4t + Xp) exp(—wot)

ou Xj et X, sont des constantes 4 déterminer a partir des conditions initiales.
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Lallure est la méme que pour le régime apériodique. Dans ce régime, on n’observe pas
d’oscillations et le retour a la position d’équilibre est plus rapide que dans le cas d'un
régime pseudopériodique. D’autre part, il s’agit d’un régime théorique : d’un point
de vue physique, il est la limite entre les deux autres cas et ne sera jamais observé car
I’égalité ne sera jamais rigoureusement obtenue.

2.4 Aspects énergétiques

On limite ’étude au cas ou on a effectivement des oscillations donc au régime pseu-
dopériodique :
x = Xexp(—£&1) cos (wt + ¢)

A k 2
avecfzz—,wg:—etwozw,/ —%.
m m 0

La vitesse a pour expression :
x = Xexp(—ft)( — & cos (wt + @) — wsin (wt + gD))

a) Expression des énergies cinétique, potentielle et mécanique

Les différentes énergies sont :

e ¢énergie cinétique :
1 2

1 2
Ec= me = EMXZ exp(—2&1) (§ cos (wt + ¢) + wsin (wt + go))

e ¢nergie potentielle :
Lo 1 2 [ 2
Ep = Ekx = EkX exp(—2¢&1) cos” (wt + @) = Emon exp(—2¢&1) cos” (wt + )
car k = mw?
e ¢nergie mécanique :
Em = Ec+ Ep

= %MXZ exp(—2£&1) ((f cos (wt + @) + wsin (ot + ¢))* + W] cos® (wt + go))

L’énergie mécanique n’est donc pas constante. Elle diminue en moyenne selon une
loi en exp(—2¢&f) : il y a dissipation d’énergie.

b) Cas d'un amortissement trés faible

On se place dans le cas ou
f < (Oh)

On a déja établi qu’alors on pouvait assimiler pseudo-pulsation et pulsation propre :
w >~ W
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De cette hypothése sont déduites les expressions approchées de :
e [’énergie cinétique :
1
Ec ~ Emw()X exp(—2£1) ] sin” (wot + @)

e [D’énergie potentielle :

1 1
Ep ~ 5kX2 exp(—2£1) cos® (wot + @) = Emw%Xz exp(—2£&1) cos® (wot + @)
e [’énergie mécanique :
1 2 1 22 t
Em = Emon exp(—2¢1) = Emon exp (—;)

On peut alors estimer la perte d’énergie au cours d’une pseudopériode assimilée ici a
la période propre. On remarque que Em(f + Tp) < Em(f). Pour avoir une variation
d’énergie positive, on consideére donc AEm = Em(t) — Em(t + T) :

1 t T
AEm = Em(t) — Em(t + Ty) = EmwéXz exp (——) (1 — exp ( 0)) >0
T

La variation relative d’énergie mécanique s’écrit :

AEm  smaiX?exp (—1) (1 —exp (—2)) (1_6Xp< T0)>

Em TmwlX?exp (—1) T

Or dans le cas d’'un amortissement tres faible :

T 27/} 27A
— = :_<<1

m
T n mawjg

ce qui permet d’effectuer un développement limité et d’écrire au premier ordre :

AEm T 2w 2w

Em 7 a)()T_ Q

On obtient donc une interprétation énergétique du facteur de qualité dans le cas d’un
amortissement tres faible :

Cette expression n’est valable que pour un trés faible amortissement donc quand
§<< .
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c) Origine de la variation d’énergie mécanique

En appliquant le théoreme de I’énergie cinétique, on obtient :
A(Ec+Ep) =W = —/)w'czdt< 0

L’énergie mécanique du point matériel diminue : I'énergie est perdue a cause des
frottements et est dissipée sous forme de chaleur.

2.5 Portrait de phase de l'oscillateur amorti

I faut distinguer les différents types de mouvement en fonction de lintensité de
Pamortissement. On notera I’équation diftérentielle sous la forme :

., Wo.
+—x+wix=0

Le discriminant de I’équation caractéristique s’écrit alors :

()

a) Cas du régime pseudopériodique

1
Il s’agit du cas ot A < 0 soit Q > > Physiquement cela correspond a un amortisse-

ment faible. La solution s’écrit alors

wo
x = Xexp <—6t) cos (wt + @)

avec w = w4 /1 — ﬁ. On en déduit :

v=x= Xexp <—%t> <—% cos (wt + ¢) — w sin (wt + go))

On étudie donc la courbe paramétrée :
1)
x = Xexp (——0t> cos (wt + @)
Q
Wy Wo .
v = Xexp <——t> (—— cos (wt + ¢) — wsin (wt + go))
Q Q

Etudions temporairement la courbe j (y) ou :
X ) X

_— et y=
Xexp (f“’—Q“t>

' X — =t
exp o)
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En effet, on se raméne ainsi au v=rx
portrait de phase d’un oscillateur
non amorti. On a alors établi
qu’une trajectoire de phase était
une ellipse : la courbe y(y) est

axes propres

. X
donc une ellipse.
Le portrait de phase de l'oscilla-
teur amorti est donc une ellipse
dont la taille diminue exponen- , X
tiellement au cours du temps. On Figure 7.4 Trajectoire de phase du régime

observe donc une spirale. pseudopériodique.

» Remarque : Si I'amortissement est trés faible alors Q > 1, w ~ wq et
wo
Xx = Xexp (_6t> cos (wt + @)

. o .
X >~ —wXexp <_6t> sin (wt + @)

b) Cas du régime critique
La solution s’écrit ici :
x = (Xt + Xp) exp(—wof)
x = (X — woXo — woXif) exp(—wot)

On note que X = x¢ et X1 = vy + woxo.

Suivant les différentes valeurs possibles de conditions initiales, 'allure de la trajectoire
de phase est 1égérement différente. Pour la tracer, il sutfit de regarder conjointement
I’évolution de x et de sa dérivée au cours du temps. C’est ce qui est fait sur le schéma
suivant pour un jeu de conditions initiales tel que X; > 0 et Xj > wo X5 :

x v=x v=x

/\t t

\
N/

Figure 7.5 Trajectoire de phase du régime critique.
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Suivant les valeurs des conditions ini- v=x
tiales, on peut observer 'une des tra- —
jectoires de phase ci-contre.

On constate que la trajectoire de

phase tend trés rapidement vers la X
position d’équilibre a origine des )

axes et ne fait pas plusieurs rota- R

. 5 .. , [

tions autour de I'origine conformé-

ment a I'absence d’oscillations dans Figure 7.6 Portrait de phase du régime
ce régime. critique.

c) Cas du régime apériodique

On peut procéder de la méme fagon que pour le régime critique ou faire I'analyse
suivante.

La solution s’écrit ici :
x = Xj exp(w ) + X exp(wof)

v = w1 X) exp(wf) + 02X exp(wof)

o)) 1 g 1
avec 0 =~ — @0y 5 —derwr =~ oy — 4

On peut noter que x et v ne peuvent v=x
sannuler que si Xj; et X, sont de —_ |
signes contraires et que ce phéno-
mene ne se produit qu’d un instant

précis, distinct pour chaque variable. X

De plus, les deux variables tendent

vers 0 quand le temps devient infini :
. . \
les trajectoires de phase convergent
vers |origine. Figure 7.7 Portrait de phase du régime
apériodique.

Comme w; et w, sont négatifs, x et
v ne peuvent pas étre de méme signe a I'instant initial.

De ces éléments, on peut déduire I'allure du portrait de phase ci-contre.

d) Amortissement ou amplification

Dans ce qui préceéde, l'origine du plan de phases correspond a une position d’équi-
libre. Celle-ci est stable : toutes les trajectoires, quel que soit le régime considéré,
convergent vers 'origine en « s’enroulant » plus ou moins autour de ce point.
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systéme amorti systéeme amplifié

V=X V=X

=
\

X // X
-

Figure 7.8 Amortissement ou amplification.

On peut noter que cette convergence vers ’origine provient du signe positif du coef-
ficient relatif a x. Il est donc possible d’imaginer des cas ou ce coefficient puisse
devenir négatif. Lorsque ce sera le cas, les exponentielles ne seront pas décroissantes
mais croissantes. L’origine deviendra alors un point d’équilibre instable autour duquel
les trajectoires de phase se « dérouleront ». On n’aura plus amortissement mais ampli-
fication.

On retrouve sur cet exemple les résultats généraux sur 'influence du frottement et
sur 'amplification lors de I’étude des portraits de phase.
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A. Applications directes du cours

D Ressorts en paralléle et en série

1. On assimile la double roue de certains véhicules a deux ressorts semblables en paralléle
(figure 7.9) de constante de raideur k et de longueur a vide ly. Déterminer les caractéristiques
(ke, o) du ressort équivalent. On note m la masse du véhicule appuyant sur 'ensemble des
deux ressorts.

2. Maintenant, si I'on s’intéresse seulement a une roue et son amortisseur (sans tenir compte
du systeme d’amortissement visqueux), on peux assimiler I’ensemble a deux ressorts (ky, lp1) et
(ka, lpp) en série (figure 7.10). Déterminer les caractéristiques (k,, l,0) du ressort équivalent. On
note m la masse du véhicule appuyant sur ’ensemble des deux ressorts et A le point de masse
nulle entre les deux ressorts.

]

Figure 7.9

Figure 7.10

D Ressort soumis a une force constante

Un point M de masse m est accrochée a un ressort horizontal de raideur k et de longueur a
vide fy. Le point M est astreint a un déplacement horizontal sur I'axe Ox. Un dispositif de

. . g N - A
freinage exerce une force de frottement visqueux F; = —A7 ot ¥ est la vitesse de M. A

. R —
partir du repos (x = £;), M est soumis a une force constante F .
1. Etablir I’équation diftérentielle du mouvement.

2. Quelle est la condition pour avoir une solution pseudo-périodique ? Déterminer alors la
solution x(t).

3. On suppose que 'amortissement a été réglé pour que M n’effectue qu’une oscillation avant
de s’immobiliser. Déterminer x au bout d’une pseudo-période.

B Systéme de deux point couplés par des ressorts

Deux points matériels A et B de L

méme masse m sont reliés entre eux

ar un ressort de raideur K, et a ( % (2) B 3)

p ’ 5 acseeea'SeNSSN

deux points fixes par deux ressorts “ ; P N
de raideur k. L’ensemble coulisse e T

sans frottement sur une tige hori-

zontale fixe. Figure 7.11
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On note x et y les élongations de A et B comptées a partir de leur position d’équilibre.

1. Ecrire les relations 4 'équilibre reliant les longueurs 4 vide des ressorts (¢, pour (1) et (3)
Ly pour (2)) et les longueurs a I'équilibre (¢, pour (1) et (3) L, pour (2))).

2. Déterminer les équations du mouvement. Déduire des résultats précédents deux équations

différentielles, fonction de x et y et de leurs dérivées secondes, et de k, K et m uniquement.

3. Onpose S =x+yetD = x— y. En déduire deux équations diffférentielles, 'une
uniquement en S et 'autre uniquement en D. On posera w3 = k/m et w? = (k + 2K)/m.
Déterminer les expressions générales de S(f) et D(f).

4. Déterminer x(f) et y(f) sachant qu’a t = 0, on écarte B de b de sa position d’équilibre, A
étant maintenu a sa position d’équilibre, sans leur communiquer de vitesse initiale.

D Oscillateur harmonique spatial

—
On considére un point matériel M de masse m soumis a une force f conservative d’énergie

1
potentielle Ep = > (kxxz + Ieyy2 + kzzz).

N
1. Donner expression de la force f .
2. Etablir I'équation du mouvement et en déduire les équations horaires.

3. Montrer que I’énergie mécanique peut s’écrire sous la forme de la somme des énergies

mécaniques d’oscillateurs harmoniques indépendants.

4. On suppose dans la suite que 'oscillateur est isotrope c’est-a-dire que k, = k, = k..
—

Déterminer dans ce cas 'expression vectorielle du vecteur position OM. On notera v la

vitesse initiale du point M et 7y sa position initiale.

5. Montrer que le mouvement est plan.

6. Dans ce plan, établir que I’équation du mouvement est une ellipse.
S » ’ . S S G
On rappelle que I’équation cartésienne d’une ellipse peut s’écrire : Ve + = + Vol 1 avec

A, B et C trois constantes positives ou négatives.

B. Exercices et problémes

D Oscillations d’un pendule simple, d’aprées CCP TSI 2005

Un objet ponctuel A de masse m est suspendu a Pextrémité d’un fil de masse négligeable et de
longueur L dont lautre extrémité O est fixe. On ne consideére pas les mouvements en dehors
d’un plan vertical Oxy perpendiculaire a un axe Oz horizontal. On repére A par I'angle 0
entre le fil et la verticale. On suppose que le référentiel terrestre est galiléen. On néglige les
frottements autour de I'axe de rotation. On désigne par § = gu, l'accélération du champ
de pesanteur.

1. Effectuer le bilan des forces s’exercant sur A.
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2. Déterminer I'équation différentielle du mouvement de A en appliquant le principe
fondamental de la dynamique.

3. Retrouver le résultat par le théoreme de ’énergie cinétique.
4. Déterminer les positions d’équilibre du systeme.
5. Etudier leur stabilité.

6. Initialement on abandonne A sans vitesse initiale alors que le fil est écarté d’un angle
0y. On se place dans le cas ou 6 est petit. Montrer que le systéme constitue un oscillateur
harmonique dont on exprimera la pulsation w et la période Tj en fonction de g et L.

7. Compte tenu des conditions initiales, déterminer 'expression € de 'angle en fonction du
temps f.

8. Quelle est la valeur maximale vy, de la vitesse de I'objet A au cours de son mouvement ?
On l'exprimera en fonction de 6, L et g.

9. Tracer la courbe donnant € en fonction du temps.

10. On suppose désormais que A est soumis a une force de frottement fluide proportionnel
R . — . - ‘s
a la vitesse v”. On note h le coefficient de proportionnalité.

Etablir I'équation différentielle du mouvement en 6 A partir du principe fondamental de la
dynamique.

11. Les frottements sont suffisamment faibles pour que le régime soit pseudo-périodique.
Donner la condition sur & pour qu’il en soit ainsi.

12. Dans le cas des petites oscillations, déterminer I'expression de 6 en fonction du temps t.
Les conditions initiales sont les mémes que précédemment.

13. Donner I'allure de la courbe représentant 6 en fonction du temps.

14. Retrouver I'équation différentielle du mouvement par une méthode énergétique.

D Période des oscillations d’un pendule simple en fonction de I’amplitude

On considere une masse ponctuelle suspendue au bout d’un fil inextensible de masse négli-
geable et de longueur /.

1. Etablir I'équation du mouvement de la masse m.
2. Que peut-on dire de la nature du mouvement si on ne considere que les petites oscillations ?

3. Pour de plus fortes amplitudes, on va tenir compte d’un terme supplémentaire dans le
développement limité du sinus. Que devient I’équation du mouvement ?

4. On cherche des solutions de la forme : @ = Acoswt. Etablir qu’il convient également
d’introduire un terme de pulsation 3w si on veut obtenir un mouvement.

5. On pose donc 0 = A (cos wt + € cos 3wf) avec A < 1 et € <K 1. Déterminer le systeme de
deux équations en @’ et €.
2 AZ

A
6. En déduire la formule de Borda T ~ T (1 + 16> et 'expression de € ~ ~192°
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B Etude d’un oscillateur a I’aide de son portrait de phase

On fait 'étude d’un oscillateur M de masse m = 0, 2 kg astreint a se déplacer suivant 'axe Ox
de vecteur unitaire uy. Il est soumis uniquement aux forces suivantes :

¢ la force de rappel d’un ressort de caractéristiques (k, £o).
—
+ une force de frottement visqueux : f, = —AX1,.
= —
e une force constante F, = F,u,
1. a) Etablir 'équation différentielle du mouvement de M et la mettre sous la forme :
. Wo.
x+ —x+ w%x = a)%X()
Q
ou x est I'allongement du ressort (par rapport a ;). Les grandeurs wy, Q et X; sont a exprimer

en fonction des données.

b) Dans le cas d’une solution pseudo-périodique, exprimer x(f) : on définira le temps carac-
téristique 7 et la pseudo-pulsation {) que I’on exprimera en fonction de wy et Q.

2. Le portrait de phase (v(f) = x(f), x(£)) de Poscillateur étudié est donné sur la figure (7.12).
On souhaite pouvoir en tirer les valeurs des différents parameétres de I'oscillateur.

v(f) en cm/s

x(f) en cm

Figure 7.12

a) Quel est le type de mouvement ?
b) Déterminer la vitesse et I'élongation au début et a la fin du mouvement.
c) Déterminer la vitesse maximale atteinte ainsi que ’élongation maximale.

d) On donne les diftérentes dates correspondant aux croisements de la trajectoire de phase
avec I'axe des abscisses :

(1) J031 [065 [097 [13 [162 |

En déduire le pseudo-période T et la pseudo-pulsation ().
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1 ) —
e) On définit le décrément logarithmique par 6 = —In M) —x ou x(f) et
n x(t+nT)—xp

x(t + nT) sont les élongations aux instants f et t + nT (n entier naturel) et xp ’élongation
finale de M. Exprimer 6 en fonction de T et 7.

En choisissant une valeur de n la plus grande possible pour les données dont on dispose,
déterminer 8 puis 7.

f) Déduire des résultats précédents le facteur de qualité Q et la pulsation propre .

g) Déterminer la raideur du ressort k, le coefficient de frottement A et la force F, sachant que
by =1 cm.

D Modélisation d’un amortisseur

On considére l'amortisseur d’un véhicule.
Chaque roue supporte un quart de la masse
de la voiture assimilé a un point M de masse
m = 500 kg, et est reliée a un amortisseur
dont le ressort a une constante de raideur
k= 2510* Nnm™". Le_;)oint M subit aussi
un frottement visqueux f, = —A7 ot ¥ est
la vitesse de M et A = 5.10° kg.s ™.

Le véhicule franchit a vitesse constante un
défaut de la chaussée de hauteur h = 5 cm.

. . .. ) M )
%on inertie est ,subfﬁsante pour qu il ne se sou Figure 7.13
leve pas immédiatement mais acquiert une

Gl

. ) A )
vitesse verticale vy = 0,5 m.s~!. On pose @ = Cw On note Z; la cote du point M avant le
m
passage du défaut.

1. a) On note Z(f) la cote de M. Etablir I'équation différentielle pour Z aprés le passage de
lobstacle. Déterminer Z(f) en fonction des données. On remarquera que a = ) ot £} est la
pseudo-pulsation.

b) Les passagers sont sensibles a I'accélération verticale de la voiture, calculer sa valeur maxi-
male. On utilisera le fait que @ = ().

2. Il faut en fait éviter des oscillations susceptibles de provoquer chez les passagers le mal des
transports, en se placant dans les conditions critiques. Pour quelle masse par roue est-ce réalisé,
k et A étant inchangés ?

B Oscillations avec frottement solide

On considére un mobile M de masse m se déplacant selon un axe horizontal (Ox) et assimilé a
un point matériel. Ce mobile est soumis a une force de rappel —kx et a une force de frottement
—

solide, le coefficient de frottement est f : la réaction R du support sur le point se décompose
— —
maf =R

siil est immobile.

— —
entre une composante tangentielle Ry et une composante normale Ry, avec

— —
Ry <fHRN

_ ] _
et Ry~ (M) Jsuppore < 0 51 le mobile est en mouvement, et

On pose le mobile au point d’abscisse x( sans vitesse initiale.
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. . Jmg
1. Montrer que pour que le solide se mette en mouvement il faut que |xo| > a = et
2. On suppose |xg| > a. Montrer que le mouvement du solide se décompose en plusieurs
phases. Déterminer x (f), abscisse du mobile au cours de la premiére phase du mouvement. A

quel instant cette premiére phase s’arréte-t-elle ? A quelle condition le mobile s’arréte-t-il ?

3. On suppose que le mobile ne s’arréte pas. Donner la pseudo-période des oscillations du
mobile. Comparer avec l'oscillateur amorti par frottement fluide étudié dans le cours.

m Un modele d’élasticité d’une fibre de verre, d’aprés ENSTIM 2004

Le verre est un matériau trés dur. On peut toutefois le déformer légérement sans le casser : on
parle d’élasticité. Récemment, des expériences de biophysique ont été menées pour étudier
PADN. Le capteur utilisé était simplement une fibre optique en silice amincie a 'extrémité
de laquelle on accroche un brin d’ADN. L’expérience consistait a suivre la déformation de

flexion de la fibre. La masse volumique du verre est p = 2500 kg.m ™.

La fibre de verre de longueur ¢ et de dia-
metre d est encastrée horizontalement dans
une paroi immobile. Au repos, la fibre est
horizontale (on néglige son poids). Quand

on applique une force verticale F (on sup- k
posera que la force F reste verticale tout au
long de I'expérience) a I'extrémité libre de =

la fibre, celle-ci est déformée. L’ extrémité est
déplacée verticalement d’une distance Y que

Pon appelle la fleche (figure 7.14). Figure 7.14

La fleche Y est donnée par la relation suivante (on notera la présence du facteur numérique 7,
70F

sans dimension, qui est en fait une valeur approchée pour plus de simplicité) : Y = B ou

E est appelé module d’Young du verre. Pour les applications numériques on prendra pour le
module d’Young E = 7.10'" S.I..

1. Quelle est 'unité S.I. du module d’Young E?

2. En considérant uniquement la force F, montrer que ’on peut modéliser la fibre de verre par
un ressort de longueur a vide nulle et de constante de raideur k dont on donnera I’expression
analytique en fonction de E, d et £.

3. Calculer numériquement k pour une fibre de longueur { = 7 mm et de diameétre
d =10 pm.

4. Démontrer 'expression de ’énergie potentielle élastique d’un ressort de longueur a vide
nulle, de constante de raideur k, lorsque sa longueur est £. En reprenant I'analogie du ressort,
quelle est alors I’énergie potentielle élastique de la fibre de verre lorsque la fleche vaut Y ?

On a tous fait I'expérience suivante : faire vibrer une régle ou une tige lorsque une de
ses extrémités est bloquée. On cherche ici a trouver les grandeurs pertinentes qui fixent la
fréquence des vibrations. L'extrémité de la tige vaut Y(f) a I'instant f. On admet que lors
des vibrations de la fibre, I’énergie cinétique de la fibre de verre est donnée par expression

dy\?
E =pld | —) .
e ()
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5. Ecrire 'expression de I’énergie mécanique de la fibre en négligeant I’énergie potentielle de
pesanteur.

6. Justifier que I'énergie mécanique se conserve au cours du temps. En déduire I’équation
différentielle qui régit les vibrations de la fibre.

7. Quelle est 'expression de la fréquence propre de vibration d’une tige de verre de module
d’Young E, de longueur ¢ et de diamétre d.

8. Calculer numériquement la fréquence des vibrations d’une fibre de verre de longueur
7 mm et de diametre 0,01 mm.

D Systéme de recul d’un canon

On considére un canon (figure 7.15) de masse M = 800 kg. Lors du tir horizontal d’un obus
de masse m = 2 kg avec une vitesse v = vyt (vo = 600 m.s~ "), le canon acquiert une vitesse

m
de recul 7, = ——74.
M
— - obus
\ 28R > X X
canon © G
Figure 7.15 Figure 7.16

Pour limiter la course du canon, on utilise un ressort de raideur ky, de longueur a vide L, dont
l'une des extrémités est fixe et 'autre lié au canon. Le déplacement a lieu suivant I'axe Ox.
Dans la suite, le canon est assimilé a son centre de gravité G (figure 7.16).

1. Quelle est la longueur du ressort lorque le canon est au repos ?

2. En utilisant ’énergie mécanique, déterminer la distance de recul d. En déduire la raideur
ky pour avoir un recul au maximum égal a d. Application numérique pour d = Im.

3. Retrouver la relation entre k; et d en appliquant la relation fondamentale de la dynamique.
4. Quel est I'inconvénient d’utiliser un ressort seul ?

Pour pallier ce probléme, on ajoute au systeme un dispositif amortisseur, exercant une force
—
de frottement visqueux F = —Av', v étant la vitesse du canon.

e
|
Figure 7.17

5. Le dispositif de freinage absorbe une fraction E, = 778 J de I'énergie cinétique initiale.

Calculer la nouvelle valeur k; de la constante de raideur du ressort avec les données numériques
précédentes. Déterminer la pulsation propre wy de I'oscillateur.
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6. Déterminer A pour que le régime soit critique. Application numérique.

7. Déterminer I'expression de Iélongation x(f) du ressort, ainsi que celle de la vitesse x(f). En
déduire l'instant f,, pour lequel le recul est maximal. Exprimer alors ce recul en fonction de
m, vy et A. L'application numérique redonne-t-elle la valeur de d précédente ?
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Approximation de l'optique
géometrique,
rayon lumineux

1. Notion expérimentale de rayon lumineux

On constate que la zone lumineuse issue d’une source ponctuelle, dans un milieu
homogene, est située a 'intérieur d’un cone, appelé faisceau lumineux. Si on intercale
sur le trajet de la lumiére un écran percé d’un trou de petite taille, on restreint 'ouver-
ture de la zone éclairée : on parle alors de pinceau lumineux (Cf. figure 8.1). L’image du
pinceau sur un écran placé parallelement au précédent écran sera un disque lumineux
appelé image géométrique du pinceau.

\
L2

//\@/

Figure 8.1 Faisceau et rayon lumineux.

Cependant, si on cherche a isoler une zone tres étroite en diminuant fortement la
taille du trou, pour observer précisément le trajet suivi par la lumiere, c’est I'inverse
qut se produit : le pinceau s’élargit et on observe de la lumiére autour de I'image
géométrique du pinceau. Il est donc impossible d’isoler un rayon lumineux.
C’est une notion abstraite, servant pour les constructions ; en particulier, on utilisera
graphiquement des rayons pour délimiter un faisceau.

On peut cependant imaginer a quoi pourrait ressembler un rayon lumineux en obser-
vant le faisceau tres fin d’un laser.
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Le phénomeéne, décrit ci-dessus, d’élargissement de la zone éclairée autour de I'image
géométrique est caractéristique d'un comportement ondulatoire. Tout se passe comme
si tous les points du trou se comportaient comme des sources secondaires, réémet-
tant de la lumiere dans toutes les directions. Cet éparpillement de la lumiére est
appelé diffraction : ce phénomene, présenté en terminale, sera approfondi en deuxieme
année. On peut s’en rendre compte en regardant une source lumineuse de petite taille
(comme un réverbére au loin) a travers un rideau en voile fin. Au lieu d’une seule
tache lumineuse, on observe d’autres taches lumineuses autour de la tache centrale.

Le phénomene de diffraction ne se rencontre pas qu’avec la lumiére mais avec toute
onde comme les ondes sonores par exemple.

Il se présente chaque fois que l'on limite le faisceau par une ouverture de trés petites
dimensions.

2. Aspect ondulatoire

Dans ce paragraphe, on rappelle et on compléte certaines notions sur les ondes vues
en terminale.

2.1 Phénoméne ondulatoire

En 1665, R. Hooke émet l'idée que la
lumiére est une vibration de haute fréquence
qui se propage. Cette hypotheése est dévelop-
pée par Huygens puis par Young au début du \

XIX¢ siecle pour interpréter les phénomenes / =

direction

=)

d’interférences et par Fresnel pour expliquer

la diffraction. Entre-temps, Newton a émis de propagation

I'idée d’une nature corpusculaire, qui sera
reprise au XX° siecle par Einstein et Planck.
Maxwell, apres avoir construit la théorie de
I'électromagnétisme (1876), affirme que la

Figure 8.2 Propagation du
champ électromagnétique.

lumieére est une onde électromagnétique qui se propage dans le vide a la vitesse de
3 10® m.s~'. Il précise que I onde est transverse, ¢’est-a-dire que le champ électrique
E etle champ magnétique B sont perpendiculaires a la direction de propagation
(Cf. figure 8.2). C’est en fait au carré de la norme de E qu’est directement reliée
I'intensité lumineuse.

On s’intéresse ici au cas particulier des ondes sinusoidales polarisées rectilignement
(c’est-a-dire telles que le vecteur champ électrique garde une direction constante), a
partir desquelles on peut obtenir, par superposition, toute onde électromagnétique.
Dans le cas d’'une onde sinusoidale qui se propage selon I'axe Ox, dans le sens des x
croissants, 'expression du champ électrique en fonction du temps et de la position est
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de la forme :
- = X
E = E;cos (w (t— —))
v

ou v est la vitesse de propagation de 'onde. Ainsi a un instant donné, pour tous
les points d’un plan perpendiculaire a I'axe O, la valeur du champ électrique est la
meéme. On dit qu’ils appgtiennent au méme plan d’onde. De maniére plus générale,
Iensemble des points ou E prend la méme valeur a un instant donné est appelé surface
d’onde. Une onde lumineuse est dite plane si les surfaces d’onde sont des plans (ce qui
est le cas donné précédemment) et sphérique si les surfaces d’onde sont des sphéres.

L’énergie lumineuse se propage selon des courbes perpendiculaires en tout point aux
surfaces d’onde (Cf. figures 8.3 et 8.4). Ce sont justement ces trajectoires de I’énergie
lumineuse que 'on appelle rayons lumineux. Il s’agit donc d’une définition un peu
différente du rayon lumineux de celle vue dans le paragraphe précédent.

surfaces d’onde

N ~. rayons ,/ i \
NOXT A s «—— surfaces d’onde
VLTINS rayons _ _ I -
Figure 8.3 Onde sphérique. Figure 8.4 Onde plane.

2.2 Indice de réfraction d'un milieu

La vitesse de propagation (ou célérité) de 'onde dépend du milieu traversé. Dans un
milieu autre que le vide, elle est inférieure a ¢ :

c
v=— avec n>1
n

La grandeur n est appelé indice de réfraction du milieu.

Voici quelques valeurs d’indice de réfraction :

Milieu Indice
Vide n=1
Air (C.N.T.P.)! n=1,00027 ~ 1
Eau n=1,33
Verre courant n>~15
Verre a fort indice 1,6 <n<1,8

"Les Conditions Normales de Température et de Pression (C.N.T.P.) correspondent 4 une pression de
1 bar et une température de 273 K.
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Pour les milieux transparents (c’est-a-dire non absorbants) et dans le visible, les indices
sont supérieurs a 1. Dans la pratique, on trouve peu d’indice supérieur a 2 (I'indice
du diamant, particuliérement élevé, est de 'ordre de 2,4).

2.3 Longueur d'onde

Tout phénomeéne périodique peut étre représenté par une superposition d’ondes sinu-
soidales, comme on le verra dans le cours d’électrocinétique de la deuxiéme période.
Ainsi toute onde lumineuse peut étre considérée comme une superposition d’ondes
sinusoidales comme celles décrites précédemment. D’apres ce qui précede, la vitesse
de propagation de 'onde dépend du milieu mais pas la pulsation .

Une onde comportant une seule pulsation est dite monochromatique, la pulsation étant
caractéristique de la couleur du rayonnement lumineux.

T 1
On utilise aussi pour caractériser I'onde la période T'= — ou la fréquence v = T
Une des grandeurs les plus utilisées est la longueur d’onde :
T
A=vT = — (8.1)
n

grandeur qui dépend du milieu traversé. On peut exprimer la longueur d’onde A dans
un milieu en fonction de la longueur d’onde A dans le vide :

Ao

n

A= (8.2)

On remarquera que Ag = ¢T.

N

Les longueurs d’onde correspondant au domaine du visible varient de 400 nm a
750 nm pour un ceil moyen. Les couleurs principales sont récapitulées dans le tableau

suivant :
Ay (nm) < 400 500 590 630 > 750
v (Hz) | >7,510" | 6,010" | 5,1 10" | > 4,8 10" | <4,0 10"
Couleur | ultraviolet bleu jaune rouge infrarouge

On peut citer le cas du laser hélium-néon, de couleur rouge souvent utilisé en travaux
pratiques dont la longueur d’onde est 632, 8 nm.

Les indices de réfraction cités au paragraphe précédent dépendent de la longueur

d’onde.

3. Lois fondamentales de l'optique géométrique

On considere un milieu homogéne et isotrope dans toute la suite du cours. Mais que
signifient les termes homogene et isotrope ?
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Homogene signifie que les propriétés physiques (composition, densité, indice de
réfraction...) sont les mémes en tout point du milieu.

Isotrope signifie que ces propriétés sont identiques dans toutes les directions de pro-
pagation du rayon lumineux.

Par exemple, une autoroute est un milieu homogeéne pour les voitures car elles
peuvent s’y déplacer a la méme vitesse quel que soit Uendroit; par contre, elles ne
peuvent se déplacer que dans une direction et deux sens donc ce n’est pas un milieu
isotrope. Il existe des milieux en optique pour lesquels la vitesse de propagation n’est
pas la méme parallélement aux trois axes de coordonnées : on dit que ces milieux
sont biréfringents (c’est par exemple le cas du quartz). Ils ne sont pas étudiés dans cet
ouvrage.

3.1 Cadre de l'approximation de l'optique géométrique

Dans certaines conditions, le caractére ondulatoire de la lumiére est peu apparent,
c’est-a-dire que des phénomenes caractéristiques comme la diffraction ne sont pas
observables. C’est le cas quand toutes les ouvertures traversées sont grandes par rapport
a la longueur d’onde. On retrouve les observations décrites au début du chapitre. On
dit alors qu’on se trouve dans le cadre de 'approximation de 'optique géométrique,
ce qui entraine alors un certain nombre de propriétés simples énoncées dans la suite.

Les lois de I'optique géométrique étudiées dans la suite sont valables tant que les
instruments utilisés sont de grande taille par rapport a la longueur d’onde.

3.2 Propagation rectiligne

Depuis la plus haute Antiquité, il est observé que la lumiére issue d’une source ponc-
tuelle se propageant dans un milieu homogene et isotrope emprunte un trajet recti-
ligne passant par la source (on peut remarquer que, a indice constant donc a vitesse
constante, cela revient a2 minimiser le temps de parcours).

Dans un milieu homogene et isotrope, les rayons lumineux sont des droites.

Ainsi la prévision du comportement de la lumiére pourra se faire directement a I'aide
des lois de la géométrie, et c’est pour cela que 'on parle d’optique géométrique.

Dans une suite de milieux homogenes, le trajet d’'un rayon lumineux sera formé
d’une succession de segments de droite.
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3.3 Retour inverse

Soient deux points A et B situés sur un rayon lumineux. On constate que si on inverse
le sens de propagation de la lumiére (en changeant la source lumineuse de place par
exemple), A et B sont toujours sur le méme rayon lumineux.

La trajectoire suivie par la lumiere ne dépend pas du sens de parcours.

Ceci constitue la loi du retour inverse de la lumiére.

3.4 Indépendance des rayons lumineux

Soient deux sources de lumiere S; et S;. On observe que les rayons lumineux pro-
venant de S; et S, ne se « génent pas », c’est-a-dire que la répartition lumineuse
obtenue est la somme des répartitions individuelles. On dit qu’il y a indépendance
des rayons lumineux.
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1. Le vocabulaire de l'optique géométrique

1.1 Dioptres et miroirs

On appelle systéme optique I'ensemble d’un certain nombre de milieux transparents
(c’est-a-dire non absorbants) en général homogenes et isotropes séparés par des sur-
faces dont la forme est simple (portions de plans ou de spheres le plus souvent). Si
la surface entre deux milieux successifs est réfléchissante, on parle de miroir ; sinon il
s’agit d’un dioptre.

Lorsqu’un systéme ne contient que des dioptres, on parle de systéme dioptrique; s’il
contient un ou plusieurs miroirs, on parle de systéme catadioptrique.

1.2 Axe optique, plans transverses

Le plus souvent, le systeme est centré c’est-a-dire qu’il possede un axe de symétrie,
dit axe optique. On oriente I'axe optique dans le sens de propagation de la lumiere.
Quand il y a réflexion, 'orientation change de sens. Les plans perpendiculaires a cet
axe optique sont appelés plans transverses.

1.3 Image

Soit un systéeme optique (S) et soit une source ponctuelle de lumiere placée en A. Si
toute la lumiére issue de A converge en A’ (Cf. figure 9.1) aprés avoir traversé (S),
on dit que A’ est 'image de A A travers (S) et que A est antécédent de A’. Les points
A et A’ sont dits conjugués par le systeme. Par le retour inverse de la lumieére, si I'on
place la source ponctuelle en A’, éclairant le systéme (S), toute la lumiére issue de A’
et passant par (S) converge en A.
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espace objet espace image

/
4 A

Figure 9.1 Espaces objet et image.

1.4 Faces d'entrée et de sortie

Le systeme est limité par deux surfaces. La face d’entrée est la face sur laquelle la
lumieére arrive, la face de sortie est celle d’ou la lumiere repart (elles sont confondues
pour un miroir). Le systéme (S) divise 'espace en deux : Iespace objet situé en avant
de la face d’entrée, I’espace image situé en arriére de la face de sortie. Pour un miroir,
Pespace objet et 'espace image sont géométriquement confondus.

Pour définir I'espace objet et I'espace image, il faut toujours se référer au sens de propagation
de la lumiére.
1.5 Réalité et virtualité

a) Faisceau lumineux

Un rayon incident se dirige vers la face d’entrée, alors qu’un rayon émergent quitte la
face de sortie.

Figure 9.2 Faisceau convergent. Figure 9.3 Faisceau divergent.

\/

\/

\/

Figure 9.4 Faisceau paralléle.

204



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

Le vocabulaire de I’optique géométrique

Il existe trois types de faisceau qui sont représentés sur les figures 9.2, 9.3, 9.4. Un
faisceau est :

e convergent si tous les rayons convergent vers un méme point;
e divergent si tous les rayons sont issus d’'un méme point;

e parallele si tous les rayons sont paralléles entre eux. Dans ce cas les rayons sont issus
d’un point a I'infini et vont converger vers un point lui aussi a U'infini.

b) Objet réel ou virtuel, image réelle ou virtuelle

Si le faisceau incident diverge a partir d’'un point A situé dans I'espace objet, on dit
que A est un objet réel. Si, par contre, le faisceau diverge a partir d’un point A qui n’est
pas situé dans ’espace objet, A est un objet virtuel.

De la méme facon, si le faisceau émergent converge vers un point A’ de I'espace
image, A’ est une image réelle. Sinon, A’ est une image virtuelle. Les quatre cas possibles
d’objet et d’image sont récapitulés sur les figures 9.5 4 9.8. On représente en pointillés
les prolongement des rayons car ils ne correspondent pas a des trajets réellement suivis
pas la lumiere.

s

Figure 9.5 Objet réel - Image réelle. Figure 9.6 Objet virtuel - Image réelle.

Figure 9.7 Objet réel - Image virtuelle. Figure 9.8 Objet virtuel - Image virtuelle.

E) Pratiqguement, I'objet est réel si on peut le toucher, I'image est réelle si on peut la recueillir
= surun écran sans utiliser un autre systéme optique.
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On réalise facilement ce que représentent un objet réel et une image réelle car ce sont
des notions concretes. Qu’en est-il d’un objet virtuel ou d’une image virtuelle ? Tout
le monde a déja utilisé une loupe ou observé les yeux d’un interlocuteur qui porte des
lunettes. Dans ces cas, 'observateur a 'impression de voir des objets derriere la loupe
ou derriere les lunettes. La figure 9.9 représente le cas de la loupe. Les rayons issus
de T'objet réel A sont déviés par la loupe. Aprés la loupe, le faisceau semble issu de
A" qui est I'image de A par la loupe. Cette image est virtuelle car ce ne sont pas
les rayons mais leur prolongement qui passent réellement par A’. Cependant
pour I'ceil qui observe, les rayons semblent provenir de A" et non de A : il verra un
objet en A’

AAT/ A Si 2 \ 4

loupe

Figure 9.9 Loupe. Figure 9.10 Formation d’un objet virtuel.

Comment fabriquer un objet virtuel ? Pour cela, il faut obtenir une image réelle A’
d’un objet A avec un premier systéeme optique (S;), puis interposer un deuxiéme
systéme optique (S,) entre A" et (S;). Alors A’ est un objet virtuel pour (S;) comme
cela est représenté sur la figure 9.10.

Si le faisceau est paralléle, cela revient a rejeter I’objet ou I'image a I'infini.

2. Lois de Descartes

2.1 Réflexion

La réflexion consiste en un brusque changement de direction de la lumiére incidente
qui, apres avoir rencontré une surface réfléchissante, revient dans son milieu de pro-
pagation initial.

Si la surface réfléchissante est en métal poli, on parle de réflexion métallique. Le facteur
de réflexion en énergie, c’est-a-dire la fraction de la puissance de la lumiére incidente
qui est réfléchie, est alors proche de 1 (il dépend de 'inclinaison des rayons lumineux
et aussi fortement de la longueur d’onde). Il faut noter que les miroirs domestiques
comporte une plaque de verre protectrice sous laquelle est déposée la couche réflé-
chissante. Cela peut donner des images parasites comme on le verra en exercice. Une
surface réfléchissante est représentée avec des hachures.

Si la surface réfléchissante est la surface de séparation entre deux milieux transparents,
on parle de réflexion vitreuse (ou dioptrique). Le facteur de réflexion en énergie dépend
des indices des deux milieux ainsi que de I'inclinaison du rayon lumineux. Bien qu’on
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en tienne rarement compte, un dioptre réfléchit toujours une partie de la lumiere
comme le lecteur a pu s’en rendre compte en observant des reflets dans une vitre.
Le point I ou le rayon incident rencontre la surface est appelé point d’incidence. Le

plan contenant le rayon incident et la normale a la surface au point I est appelé plan
d’incidence (Cf. figure 9.11).

miroir

plan d’incidence

Figure 9.12 Représentation de la

Figure 9.11 Réflexion sur un miroir. . T
J réflexion dans le plan d'incidence.

Les lois de la réflexion sont les suivantes :

1. le rayon réfléchi est dans le plan d’incidence,

2. les angles d’incidence i et de réflexion r sont tels que :

r=—i 9.1)

Etant donné que les rayons incident et réfléchi sont dans le méme plan, on a I’habitude
de ne représenter que ce plan (Cf. figure 9.12). Il faut choisir un sens d’orientation
pour les angles qui sont des grandeurs algébriques. Ici c’est le sens trigonométrique
qui a été choisi, mais on peut choisir le sens horaire si cela est plus aisé. En revanche,
il faut absolument orienter les angles i et r a partir de la normale au miroir.

2.2 Réfraction

La réfraction consiste en un brusque changement de direction de la lumiére incidente
qui, apres avoir rencontré une surface dite réfractante ou réfringente, se propage dans
un milieu différent de son milieu de propagation initial. On appellera ny I'indice de
réfraction du milieu initial (dit aussi milieu incident) et n; I'indice du milieu final.

a) Lois de la réfraction

On définit le plan d’incidence comme au paragraphe précédent. Les lois de la réfrac-
tion ont été établies par W. Snell (physicien hollandais) en 1621 ; R. Descartes les a
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retrouvées en 1637, avec celles de la réflexion, si bien qu’elles sont connues en France
sous le nom de lois de Descartes. Elles sont les suivantes :

1. le rayon réfracté est dans le plan d’incidence,
2. les angles d’incidence i; et de réfraction i, sont tels que :

ny siniy = np sin ip.

Etant donné que les rayons incident et réfracté sont dans le plan d’incidence, les
schémas se font dans ce plan (Cf. figures 9.13 et 9.14). Comme précédemment, les
angles sont orientés a partir de la normale.

Figure 9.13 Réfraction avec un Figure 9.14 Réfraction avec un
milieu (2) plus réfringent. milieu (2) moins réfringent.

La relation entre les angles est donc :
nysiniy = npsin i (9.2)

Sty > ny, on dit que le milieu (2) est plus réfringent que le milieu (1). Dans ce cas,
n

o 1 . . . . .

comme siniy = — sin iy, sini, < sinij et i < iy : le rayon réfracté se rapproche
12

de la normale (Cf. figure 9.13). C’est le cas par exemple lorsque le milieu initial

est lair et le milieu final le verre ou I'eau. Cela explique le fait qu’un baton plongé
dans I’eau apparaisse cassé. On peut penser aussi au pécheur utilisant un harpon. Il
a I'impression de voir le poisson dans le prolongement des rayons lumineux arrivant
dans son ceil, alors que I'animal est plus proche (Cf. figure 9.15). S’il n’a aucune
expérience, il aura tendance a lancer le harpon 4 un mauvais endroit. On peut se
rassurer en pensant qu’en général le poisson est assez gros et que le pécheur visant la
téte touchera le corps!

Sinp < ny, on dit que le milieu (2) est moins réfringent que le milieu (1). Dans ce cas,
sinip > sin iy et i > i; : le rayon réfracté s’écarte de la normale (Cf. figure 9.14).
On retrouve d’ailleurs cette propriété a partir du cas précédent et du retour inverse
de la lumiere.
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7 Ll

Figure 9.15 Influence de la
réfraction sur la vision.

Figure 9.16 Cdne de réfraction.

Lorsqu’on effectue un schéma, il faut donc prendre garde de dessiner correctement les
rayons en fonction des indices.

b) Réflexion totale

Dans le cas ou ny < ny (Cf. figure 9.14), si on augmente progressivement I’angle

d’incidence iy, le rayon réfracté s’écarte de plus en plus de la normale jusqu’a valoir
T

—. Dans ce cas si on continue a augmenter iy, il ne peut plus y avoir réfraction puisque
le rayon réfracté ne serait plus dans le milieu (2). Il existe donc un angle limite Ry,
, . T
pour i1, correspondant a i, = PR
. )
sin Ry, = — (9.3)
fy
Ainsi, pour i1 > Ry, comme cela vient d’étre écrit, il ne peut plus y avoir de rayon
réfracté, mais seulement un rayon réfléchi : il y a réflexion totale. Ce phénomeéne peut
étre observé par exemple par un nageur sous I'eau qui, en se retournant, regarde la
surface et ne voit pas 'extérieur.

c) Réfraction limite

Dans le cas ou n, > ny, le rayon se rapproche de la normale donc le probléeme de la
réflexion totale ne se pose pas. Les angles i; et i vérifient i < 7y : la valeur maximale
de iy correspond a ij = 3 et Sin iz max = % Le rayon émergent est contenu dans un
cone de sommet le point d’incidence, de dzemi—angle au sommet i m,y, appelé dne de
réfraction. Ainsi, si on imagine un aquarium sur lequel on a placé un cache percé d’'un
petit trou, on ne peut voir a travers ce trou que ce qui se trouve a 'intérieur du céne
de réfraction. On ne voit pas, par exemple, le poisson de la figure 9.16. Dans ce cas,
on n’a pas tenu compte de la traversée de la paroi en verre par les rayons.
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» Remarques :

. , N e T
e Lorsque I'angle d'incidence est égal a eX on parle d’incidence rasante. Dans la réalité,

I'angle est légerement inférieur a oX sinon la lumiére ne pourrait pas traverser le
dioptre.

e Par retour inverse de la lumiere, iy max devient Riim.

2.3 Construction de Descartes

Il s’agit d’'une méthode de construction précise des rayons réfractés représentée sur la
figure 9.17. On cherche a exprimer géométriquement la relation de Descartes.

dioptre

normale

Figure 9.17 Construction de Descartes.

On trace deux cercles concentriques de centre I (point d’incidence), de rayon Ry = ny
et Ry = mp, ny et ny correspondant aux indices des deux milieux. En fait, les rayons
Ry et R, des cercles doivent simplement étre dans le rapport des indices.

Sur la figure 9.17, le dioptre est représenté par le trait vertical passant par le point I et
la normale au dioptre par le trait horizontal. On trace le rayon incident passant par I
et faisant 'angle i; avec la normale. On prolonge ce rayon jusqu’a l'intersection avec
le cercle de rayon 1, au point K. La projection de K sur le dioptre donne le point H
tel que IH = IKssin i soit avec IK = ny, IH = nysinij. Si on trace la paralléle i la
normale passant par H, elle croise le cercle de rayon n, en K’. La projection de IK’
sur le dioptre est aussi égale 2 IH. Donc I'angle i> que fait IK’ avec la normale est tel
que IH = IKsiniy, = nysini,. Les points K et K’ sont tels que nysini = npsinip
donc IK’ représente le rayon réfracté.
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3. C(as des milieux stratifiés. Mirages

3.1 Réfraction dans un milieu stratifié

Un milieu stratifié est un empilement de plans d’indice diftérent (Cf. figure 9.18). Sur
la figure, on a choisi des indices croissant vers le bas, soit ny > ng. Un rayon partant
du bas et arrivant sur le premier dioptre avec I'angle d’incidence i; est réfracté avec
langle i, > ij puisque nq > no.

altitude
Nne Nmin
HSE rayon
H iz 2 : Mmax
‘ n ]
Figure 9.18 Milieu stratifié. Figure 9.19 Milieu continu.

Ainsi, a chaque passage de dioptre le rayon s’écarte de la normale jusqu’a ce qu’il y ait
réflexion totale sur 'un des dioptres. Le rayon repart alors vers le bas. La trajectoire
de la lumiére est alors formée de segments de droites dont I’ensemble a sa
concavité tournée vers les indices croissants (ici vers le bas).

L’angle i, est aussi 'angle d’incidence sur le deuxieme dioptre. En écrivant la relation
de Descartes pour chaque dioptre, on obtient :

ny siniy = nysinip = n3 sinizy = 14 sin iy = ns sin is...

On peut donc en déduire que dans un milieu stratifié composé de plans, les rayons
vérifient :
nsin i = constante (9.4)

Dans un milieu continu dont 'indice varie, I’épaisseur des couches tend vers O et la
courbe s’arrondit. Ainsi, dans un milieu dont 'indice croit vers le bas, on obtient le
trajet lumineux de la figure 9.19. Ce phénomene a des conséquences entre autres en
astronomie. En effet, les astronomes doivent tenir compte de la traversée de I'atmo-
sphére par les rayons lumineux pour diriger leur télescope dans la bonne direction.
Quand on observe une étoile (Cf. figure 9.20), on a I'impression qu’elle est dans
la direction des rayons qui arrivent dans I'ceil, on voit une position apparente alors
que l'étoile est en fait plus basse sous ’horizon. L’atmospheére étant moins dense en
haute altitude, I'indice de réfraction décroit avec l'altitude selon la loi de Gladstone
n—1 = kp, ou n est I'indice de lair, k une constante et p la masse volumique.
On se trouve donc dans la situation de la figure 9.19. Cela aurait peu d’incidence
sur les observations si I’étoile ne se déplacait pas dans le ciel. Au fur et a mesure
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qu’elle se déplace dans le ciel, la couche d’atmospheére traversée par la lumiére varie et
donc l'angle dont a tourné le rayon varie aussi. Les logiciels de pilotage des télescopes
doivent tenir compte de ce phénomene.

Position
% apparente
Position AN
réelle ™ Soleil vert
Horizon
Soleil rouge
Figure 9.20 Position apparente d'une étoile. Figure 9.21 Rayon vert.

La réfraction atmosphérique a aussi une incidence sur la hauteur apparente du Soleil.
Ainsi, on voit le soir le Soleil a I'horizon alors qu’il est déja « couché » et passé
sous 'horizon. L’indice de l'air comme celui d’autres milieux dépend de la longueur
d’onde. Il suit la loi de Cauchy :

n=at 2
ot a et b sont des constantes positives. Pour 'eau , Ueffet est moins important que pour
le verre mais, dans tous les cas, le rouge est moins dévié que le vert. Ainsi lorsque le
Soleil est sous I’horizon, il arrive qu’on observe une parcelle d’image verte du Soleil
alors que I'image rouge moins déviée est complétement en dessous de ’horizon (Cf.
figure 9.21). Ce phénomene est appelé le rayon vert.

3.2 Mirages

Tout le monde a déja eu I'impression en été en circulant en voiture qu’il y avait de
I’eau au loin sur la route. Le phénomeéne de mirage est un phénomeéne réel et non une
divagation de Iesprit. Il est da a la variation importante de température des couches
d’air au voisinage du sol en fonction de laltitude. Lorsque la température augmente,
Pair se dilate et sa masse volumique p diminue (voir cours de thermodynamique). Or,
d’apres la loi de Gladstone citée dans le paragraphe précédent, 'indice de réfraction
diminue si p diminue. Si on s’intéresse a une route dont le revétement (noir) est
surchauffé par le Soleil, I'air au voisinage de la route est chaufté par la route et la
température décroit avec laltitude. On obtient les variations T, n et p représentées
sur la figure 9.22 en fonction de I'altitude z.
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Cas des milieux stratifiés. Mirages

Ciel
. p i?
- Route
Position apparente
Figure 9.22 Variation de la température T, de du mirage
l'indice n et de la masse volumique p de
l'atmosphére terrestre en fonction de laltitude. Figure 9.23  Mirage inférieur.

Puisque, lorsqu’on s’approche de la route I'indice de réfraction décroit, d’apres I’étude
du paragraphe précédent, un rayon provenant du ciel va se courber en s’approchant
du sol avec sa concavité tourné vers le haut (Cf. figure 9.23). Lorsque le rayon péneétre
dans I'ceil de Iobservateur, il semble provenir de la route (direction en pointillés sur
la figure), et observateur aura 'impression de voir le ciel (ou plutot une tache d’eau)
sur la route au loin. C’est le méme phénomeéne qui se produit dans le désert. Ce
mirage porte le nom de mirage inférieur car on le voit sur le sol.

I arrive que l'on assiste 2 des phénomenes de mirages supérieurs c’est-a-dire dans le
ciel : c’est le contraire du mirage inférieur.

mirage

Figure 9.24 Mirage supérieur.

L’auteur a assisté a la formation d’un mirage supérieur sur la cote Vendéenne, en
face de I'lle de Ré. A une certaine heure de la journée, air au-dessus de la mer est

plus chaud que I'eau et la température dans air croit avec laltitude. Dans ce cas, les
rayons sont courbés vers le sol (Cf. figure 9.24) et on peut voir une image de I'lle de
Ré renversée au dessus de 'ile réelle.

213



A. Applications directes du cours

D Erreur sur le positionnement d’un objet

Un observateur de taille t = 1,8 m regarde un objet au fond d’un bassin depuis le bord. Le
bassin de hauteur & = 1,5 m contient une épaisseur ¢ = 1 m d’eau (indice n = 1,33.
Lobjet semble situé a une distance d = 1 m du bord. Déterminer la véritable position de
Pobjet.

D Panneau réfléchissant

Certains panneaux d’autoroute ont des inscriptions qui paraissent lumineuses dans 1’éclairage
des phares. Pour cela on peut utiliser des petites billes de fort indice de réfraction »n (I'indice
de Dair est pris égal a 1). On note R le rayon de la bille.

On considére un rayon incident paralléele 3 un axe de la bille, 2 une distance h < R/2 de
cet axe (figure 9.25). Ce rayon subit une premiére réfraction, puis une réflexion sur la face
opposée et enfin une seconde réfraction.

Y
N

Figure 9.25

1. Quelle erreur commet-on sur la premiére réfraction en se placant dans 'approximation de
Gauss (voir chapitre suivant, paragraphe 2.3) ? Dans la suite on se place dans cette approxima-
tion.

2. A quelle distance /' de I’axe le rayon frappe-t-il la deuxiéme face de la bille ? En déduire la
condition sur n pour avoir /' = 0

3. En déduire la direction d’émergence du rayon apres la deuxiéme réfraction.

B Détection de pluie sur un pare-brise

On modélise un pare-brise par une lame de verre a faces paralleles, d’épaisseur e, d’indice
n, = 1,5. Un rayon lumineux issu d’un détecteur E (figure 9.26) arrive sur le dioptre en I
avec un angle d’incidence i.

air

~
N - - - =

verre

[esk

Figure 9.26
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1. a) Quelle est la condition sur i pour qu’il y ait réflexion totale en I'? On suppose dans la
suite i = 60°.

b) Ou faut-il placer le détecteur de lumiere D (figure 9.26) ?

2. Dans le cas de pluie, une lame d’eau (épaisseur ¢’) se dépose sur le pare-brise. L’indice de
Ieau est n, = 1, 33.

a) Déterminer le trajet du rayon lumineux.

b) En déduire le fonctionnement d’un détecteur de pluie.

B Prisme isocéle rectangle argenté

Soit un prisme rectangle isocele dont on a argenté 'hypothénuse. Des rayons arrivent perpen-
diculairement a cette face. On note x et y les distances du sommet du prisme a I'axe des rayons
respectivement incident et émergent correspondant.

Montrer que la distance x + y est indépendante du rayon incident considéré.

X

Y

Figure 9.27

B Incidence de Brewster

Un rayon lumineux arrive a U'interface plane séparant I'air d’un milieu d’indice n. I se scinde
en un rayon réfléchi et un rayon réfracté. On souhaite obtenir que ces deux rayons soient
perpendiculaires. Déterminer la valeur des différents angles.

Application numérique : n = 1, 33.

B. Exercices et problémes

D Prisme de renvoi d’un vidéoprojecteur, d’aprés ESSAIM 2005

En vue d’obtenir une grande compacité des vidéoprojecteurs, on utilise un prisme d’entrée
(PE) et un prisme de sortie (PS) accolés (il y a en fait une mince couche d’air entre les
deux prismes) pour renvoyer la lumiere de la lampe d’éclairage vers une surface composée
de micromiroirs. Cette surface doit renvoyer la lumiére selon I'axe optique de la lentille de
projection.

Le plan des miroirs est incliné d’un angle @ = 10° par rapport aux faces JK et JJ'.
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rayon émergent

e
micromiroirs vers I'objectif

Figure 9.28

1. Calculer I'angle limite pour lequel il y a réflexion totale dans le cas d’une interface
verre(n = 1, 5)-air(n = 1).

2. a) Déterminer la valeur de I'angle d’arrivée 6, du faisceau sur la face (JK) pour que le
rayon soit réfléchi par les miroirs selon 'axe optique.

b) Exprimer 6, en fonction des angles i et 8 seuls.

c) Quelle est la condition sur i pour que le faisceau incident se réfléchisse bien sur la face
(IK) ? Quelle valeur limite 81 de B en déduit-on?

d) Quelle est I'autre valeur limite 8, de 8 permettant que le faisceau réfléchi sur les miroirs
traverse bien I'interface (IK) ?

e) On choisit d'imposer i = 45°, calculer 8 et 6.

D Réfractomeétre de Pulfrich et d’Abbe

Un réfractometre est un dispositif permettant de mesurer les indices de matériau solide ou
liquide.

On considere un prisme d’angle au sommet A et d’indice n. L'une des faces est placée hori-

zontalement et on pose sur cette face un matériau d’indice N. On suppose que le contact est
parfait au sens ou 'interface est plane et ou il n’y a pas d’air entre le prisme et le matériau.

1. Lorsqu’un rayon lumineux passe d’'un milieu d’indice n; 4 un milieu d’indice ny < ny, a
quelle condition sur 'angle d’incidence #; obtient-on un rayon réfracté?

2. Donner les conditions nécessaires pour observer le phénomeéne de réflexion totale.

3. Représenter le dispositif et tracer le chemin suivi par un rayon lumineux arrivant a 'inter-
face entre le matériau et le prisme avec un angle d’incidence i. On note r 'angle de réfraction
s’il existe, B I'angle d’incidence a la surface entre le prisme et I'air et a Pangle de réfraction
correspondant s’il existe.

4. La direction de la surface d’entrée (entre l'air et le matériau) du dispositif a-t-elle une
importance ? On se demandera si tous les rayons peuvent entrer dans le dispositif.
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5. Donner en la justifiant la condition sur les indices permettant 'absence de réflexion totale
a l'interface entre le matériau et le prisme quelles que soient les circonstances.

6. Préciser le domaine de variation de i puis de r.
7. Exprimer B en fonction de A et r et en déduire le domaine de variation de S.

8. Discuter avec précision la possibilité de réflexion totale entre le prisme et l'air. La discussion
portera sur la valeur de A.

9. En déduire les conditions pour avoir un rayon émergeant du dispositif.

10. Pour le réfractométre de Pulfrich, on a A = 90° et n = 1, 732. Donner, dans ce cas, les
valeurs de 8 permettant I'émergence des rayons.

11. Qu’observe-t-on lorsqu’on regarde sous différents angles la face de sortie du réfractomeétre
(face entre le prisme et I'air) ? On introduira une valeur particulicre de I'angle @ sous lequel
on regarde la face.

12. La valeur limite de a prenant la valeur de 30°, en déduire I’expression de N en fonction
de n et de @ et donner sa valeur numérique.

13. Pour le réfractomeétre d’Abbe, ona A = 61° et n = 1, 60. Donner, dans ce cas, les valeurs
de B permettant ’émergence des rayons.

14. Donner la relation entre N, #n et la valeur limite de « introduite pour le réfractomeétre de
Pulfrich.

15. La valeur limite de a prenant la valeur de 15°, en déduire la valeur numérique de N. On
précisera le détail de la résolution numérique.

16. Que se passe-t-il si on introduit une goutte d’un liquide d’indice n’ > N?
17. Méme question pour une goutte d’un liquide d’indice n’ < N'?

18. Conclure sur les méthodes a adopter pour mesurer I'indice d’un solide ou d’un liquide.

ED)  Télémetre

Un télémetre est un appareil permettant de mesurer une distance a I'aide d’une approche
optique.

On considére un dispositif constitué de deux miroirs, I'un totalement réfléchissant et 'autre
semi-réfléchissant. Le premier M, est un miroir classique tandis que le second M; permet au
rayon d’étre réfracté lorsqu’il arrive sur la surface non réfléchissante. Les deux miroirs sont
inclinés d’un angle ¢ 'un par rapport a 'autre. On place une source ponctuelle S du coté
de la face non réfléchissante du miroir M; a une distance L du centre O; de M;. Un rayon
incident arrive sur M; en Oy avec une incidence de 45° et traverse M;. Un autre rayon arrive
sur M, avec une incidence a au centre O, de My, il est réfléchi sur M, puis sur la surface
réfléchissante de M;. On tourne M, jusqu’a superposer les deux images. On note d la distance
de O, aux rayons émergeant du systéme.

1. En assimilant M; a une lame a faces paralléles lorsqu’il est traversé par les rayons, montrer
qu’alors le rayon émergent est paralléle au rayon incident.
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2. On note B 'angle entre la direction du rayon SO; et celle du miroir semi-réfléchissant M.
Etablir la relation entre S et ¢.

3. En déduire la relation entre ¢ et y I'angle entre SO; et SO;.

4. Montrer que ce dispositif permet de déterminer L si on connait d et la valeur de ¢ pour
que les deux images se superposent.

D Dispersion de la lumiére solaire lors d’un arc-en-ciel, d’aprés CCP 2005
Dans 'ensemble de ce probleme, tous les angles seront considérés en valeur arithmétique,
c’est-a-dire réels positifs. Leurs valeurs numériques seront a exprimer en degrés décimaux.

1. Préciser exactement ce que 'on entend par dispersion.

2. Questions préliminaires.

a) Rappeler les lois de Descartes pour la réfraction d’un rayon lumineux passant de lair

(milieu d’indice unité) vers un milieu d’indice #n. On fera un schéma en notant i I'angle
dr

d’incidence et r I'angle de réfraction. Exprimer la dérivée 5 exclusivement en fonction de

i
I'indice n et du sinus (sin7) de 'angle d’incidence.

b) Exprimer, en fonction de i et de r, la valeur de la déviation du rayon lumineux, définie
par Pangle entre la direction incidente et la direction émergente, orientées dans le sens de
propagation.

c) Exprimer aussi, a 'appui d’un schéma, la déviation d’un rayon lumineux dans le cas d’une
réflexion.

3. Lorsque le soleil illumine un rideau de pluie, on peut admettre que chaque goutte d’eau se
comporte comme une sphére réceptionnant un faisceau de rayons paralleles entre eux.

Dans tout ce qui suit, on considérera que I'observation est faite par un oeil accommodant a
I'infini, ¢’est-a-dire assimilable a une lentille convergente (cristallin) capable de focaliser sur un
écran (rétine) tout faisceau de lumiere paralléle issu d’une goutte d’eau.

On recherche, dans un premier temps, les conditions pour que la lumiére émergente, issue
d’une goutte d’eau, se présente sous forme d’un faisceau de lumiére paralléle. Pour cela on
fait intervenir 'angle de déviation D de la lumiere a travers la goutte d’eau, mesuré entre le
rayon émergent et le rayon incident. Cet angle de déviation D est une fonction de I'angle
d’incidence i.

Exprimer la condition de parallélisme des rayons émergents en la traduisant mathématiquement

. d
au moyen de la dérivée FTE
i
4. Une goutte d’eau quelconque, représentée par une sphere de centre O et de rayon R, est

atteinte par la lumiére solaire sous des incidences variables, comprises entre 0° et 90°. Son
indice, pour une radiation donnée, sera noté n tandis que celui de I'air sera pris égal a I'unité.

Dans chacun des trois cas suivants :

1) Lumieére directement transmise (Figure 9.29),
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Figure 9.29

2) Lumiére transmise apres une réflexion partielle a U'intérieur de la goutte (Figure 9.30),

Figure 9.30

3) Lumiére transmise apres deux réflexions partielles a I'intérieur de la goutte (Figure 9.31),

Figure 9.31

répondre successivement aux questions a, b, c, ci-aprés :

a) Exprimer en fonction de I'angle d’incidence i ou de I'angle de réfraction r, tous les angles
marqués de lettres grecques.
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b) En déduire 'angle de déviation D propre a chaque cas, en fonction de i et de r.

c) Rechercher ensuite, si elle existe, une condition d’émergence d’'un faisceau parallele,
. 4 - - : 5 5: 3 ’: : )
exprimée par une relation entre le sinus (sin#) de 'angle d’incidence et I'indice n de 'eau.

5. Le soleil étant supposé trés bas sur 'horizon, normal au dos d’un observateur, montrer
que celui-ci ne pourra observer la lumiére transmise que si la goutte d’eau se trouve sur deux
cones d’axes confondus avec la direction solaire et de demi-angles au sommet 8, = 180° — D,
(justification de 'arc primaire) et 83 = D3 — 180° (justification de I’arc secondaire).

6. Les angles 6, et 05 dépendant de 'indice n de I'eau, on observe un phénomene d’irisation
da au fait que cet indice évolue en fonction de la longueur d’onde.

Calculer ces angles pour le rouge et le violet, sachant que pour le rouge I'indice vaut 1,3317
tandis que pour le violet il est égal a 1,3448.

En admettant que l'observateur se trouve face a un rideau de pluie, dessiner la figure qui
apparait dans son plan d’observation en notant la position respective des rouges et des violets.
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Stigmatisme
et aplanétisme. 1 0

Dioptres et miroirs

1. Stigmatisme et aplanétisme rigoureux
1.1 Définitions
a) Stigmatisme rigoureux

Un systeme optique (S) est dit rigoureusement stigmatique pour le couple de points (A4,
A') si tous les rayons issus de A passent par A" aprés avoir été déviés par le systéme.
Les points A et A’ sont dits conjugués par rapport a (S).

L’image d’un point de l'axe par un systeme centré est forcément sur 'axe. En effet,
comme l'axe optique est un axe de symétrie, la normale au systéme au point d’inci-
dence sur I'axe est colinéaire a axe. Ainsi un rayon colinéaire a axe n’est pas dévié
car il est confondu avec la normale.

b) Aplanétisme rigoureux

Soient deux points A et A’ de I'axe optique conjugués par rapport a (S). Soit B, un
point du plan transverse passant par A. Le systeéme (S) sera dit aplanétique pour A et
A’ sile conjugué de B, noté B/, se trouve dans le plan transverse passant par A". Il y a
alors correspondance plan transverse par plan transverse.

1.2 Notion de foyer

Soit un objet treés éloigné de (S), situé sur I'axe : il est dit « a 'infini ». Son image a
travers (S) est appelée foyer image F' et se trouve sur 'axe optique. Le plan transverse
contenant F' est appelé plan focal image (Cf. figure 10.1). Réciproquement, le foyer
objet F est le point de 'axe optique dont I'image est rejetée a 'infini sur I'axe (Cf.
figure 10.2). Le plan transverse contenant F est appelé plan focal objet.
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S F F S\‘ ~
/ .

Figure 10.1 Foyer image. Figure 10.2 Foyer objet.

Y

Y

\

lan f0C31 image plan focal objet

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ot S
L F! F
Figure 10.3 Foyer image Figure 10.4 Foyer objet
secondaire. secondaire.

Soit un objet tres éloigné, hors de I'axe optique. On a déja signalé que les rayons
incidents étaient paralléles entre eux mais pas forcément paralleles a 'axe optique.
Pour un systéme aplanétique, I'image sera dans le méme plan que I'image d’un objet
a I'infini sur I'axe, donc dans le plan focal image. Le point image F/ est alors appelé
foyer image secondaire (Ct. figure 10.3).

De méme, un point F; du plan focal objet, dit foyer objet secondaire, donnera une image
a l'infini hors de I'axe (Cf. figure 10.4).

1.3 Exemple de systéme rigoureusement stigmatique :
le miroir plan

Il faut déja se poser la question suivante : comment, connaissant la position de 1’objet,
peut-on déterminer la position de 'image ? On a vu que 'image est a I'intersection de
tous les rayons (ou de leur prolongement) provenant de 1'objet et passant par le sys-
teme. Il suffit donc de construire deux de ces rayons et 'image sera a leur intersection
si elle est réelle ou a I'intersection de leur prolongement si elle est virtuelle.

Soit A un objet réel. On réalise la construction (Cf. figure S10.8) de deux rayons
en utilisant les lois de Descartes sur le miroir. Les rayons réfléchis ne se croisent pas
mais ils semblent provenir de A’. Un observateur qui regarde dans le miroir aura
I'impression de voir I'image en A’. Le point A’ est a I'intersection des prolongements
des rayons réfléchis. A’ est I’image virtuelle, symétrique de A par rapport au
miroir.

Tout point de 'espace objet aura ainsi un conjugué, symétrique par rapport au miroir
plan, qui est donc stigmatique pour tout point de 'espace.
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Stigmatisme et aplanétisme approchés

En utilisant le retour inverse de la lumiére et en considérant A comme un objet virtuel,
on obtient avec la méme construction A’ image réelle de A (Cf. figure S10.9).

Figure 10.5 Image d'un Figure 10.6 Image d'un objet Figure 10.7 Aplanétisme
objet réel par un miroir plan. virtuel par un miroir plan. d'un miroir plan.

Soit B dans le plan transverse contenant A. Par la méme construction translatée vers le
haut (Cf. figure 10.7), on obtient B’ symétrique de B par rapport au miroir, et donc
dans le plan transverse contenant A’.

Le miroir plan est rigoureusement aplanétique pour tout point de I'espace et c’est
le seul systeme optique qui vérifie cette propriété.

On peut donc construire I'image d’un objet linéique transverse, AB, a travers le
miroir ; tout point du segment AB sera sur le segment A’B’. L’image a la méme taille
que 'objet. On définit le grandissement, qui est une grandeur algébrique, par :

A'B

— (10.1)

’y =
Ici ¥y = 1, ce qui signifie que 'image est de méme taille que I’objet et dans le méme
sens. A'B’ est symétrique de AB par le miroir. Comme objet et image sont symétriques
par rapport au miroir, 'image d’un point a I'infini est a 'infini : les foyers objet et
image d’un miroir plan sont a I’infini. On dit que le systéme est afocal.

2. Stigmatisme et aplanétisme approchés

2.1 Stigmatisme approché

Comme on va le voir sur de nombreux exemples, I'image d’'un point n’est pas
un point mais une tache lumineuse. Peut-on se contenter de la tache obtenue?
Oui, si elle n’est pas trop grosse. Mais que signifie « pas trop grosse »? En fait, cela
dépend de l'observateur, qui utilise soit son ceil, soit un autre récepteur tel qu’une
pellicule photo ou un récepteur numérique (plaque CCD). Dans le cas de I'eeil, ce
sont les cellules (cones ou batonnets) qui assurent la réception (Cf. chapitre sur les
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instruments de travaux pratiques), une pellicule est formée de grains plus ou moins
gros tandis qu'une barrette CCD est formée elle aussi de petites cellules de réception.

Dans tous les cas, un récepteur est composé d’une multitude de petits récepteurs
¢élémentaires qui ont une surface S.

Le récepteur ne peut distinguer des détails plus petits que S. En effet, si deux photons
arrivent sur le méme récepteur élémentaire, I’observateur verra une seule tache lumi-
neuse. Ainsi, si deux photons provenant du méme objet arrivent sur la méme cellule
¢élémentaire du récepteur aprés avoir traversé I'instrument optique, 1’observateur aura
I'impression de voir seulement un point; par contre, si les photons arrivent sur deux
cellules différentes, I’observateur verra une tache.

En conclusion, un instrument optique peut donner d’'un objet ponctuel une image
non ponctuelle, a condition que la tache image obtenue soit de taille plus petite que la
cellule élémentaire du détecteur. Dans ce cas, I'observateur aura I'impression de voir
un point. On parlera alors de stigmatisme approché.

De méme, on pourra parler d’aplanétisme approché car les images d’objets dans le
méme plan seront vus quasiment dans le méme plan par I'observateur.

2.2 Cas du dioptre plan

On s’intéresse a I'exemple simple d’un dioptre plan séparant deux milieux d’in-
dice n et #', avec n' < n, pour voir quelles sont les conditions du stigmatisme
approché. Dans ce cas de choix d’indice, la réfraction éloigne les rayons de la nor-
male. On considére un point A de I'axe et on recherche son image par le dioptre.
Comme cela a été fait avec le miroir, il +

s'agit de trouver lintersection de deux
rayons aprés réfraction. Etant donné que
le point A est sur 'axe, le point image
A’ est aussi sur I'axe (un rayon coli-
néaire 4 l'axe n’est pas dévié par le
dioptre). Par contre, suivant I'inclinai-
son du rayon incident, l'intersection du
rayon émergent avec l'axe est différente

car plus le rayon incident arrive sur le A A A"

dioptre avec un angle important, plus

langle apres réfraction sera grand (Cf. Figure 10.8 Stigmatisme d’un dioptre
figure 10.8). plan.

II n’y a donc pas stigmatisme rigoureux.

On cherche a quelles conditions on pourra considérer qu’il y a stigmatisme approché
c’est-a-dire a quelles conditions A" est quasiment indépendant du rayon.
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Il s’agit donc de calculer la position de I'image A’. On utilise les relations dans les
triangles AIS et A'IS, soit :

SI = AStani et SI = A'Stani

d’ou : L,
——  —c sinicosi
sini’ cos i

On utilise alors la loi de Descartes nsini = n'sini’ ainsi que les relations

. N ) . B . .
cosi=+/1—sin?iet cosi’ = /1 —sin’#, ce qui donne :

n\% . 5,
/ 1—(—) sin” {

— o
n 1 —sin“1

Dans le cas ou sini >~ 0, la relation précédente devient :
— = (10.2)

Le résultat est indépendant du rayon si i est trés petit, c’est-a-dire pour des
rayons trés peu inclinés sur I’axe : on dit, dans ce cas, que le dioptre est utilisé
dans les conditions de Gauss.

Les conditions de Gauss, qui viennnent d’étre évoquées, seront développées dans le
paragraphe suivant.

La relation (10.2) est appelée relation de conjugaison du dioptre plan utilisé dans les
conditions de Gauss avec origine au sommet S.

Comme pour le miroir, on peut effectuer une translation dans un plan transverse pour
trouver I'image d’un point B voisin de A dans ce plan transverse : B’ sera dans le plan
transverse contenant A’ et A’B’ = AB. 1l y a donc aplanétisme approché : dans les
conditions de Gauss, I'image d’un plan est un plan.

Le grandissement transversal est égal a :

A'B
= — = 1
4 AB

Si I’objet A est 4 P'infini soit SA — 00, SA’ — 0o d’aprés la relation (10.2). L’image
d’un point a l'infini est a I'infini donc, comme le miroir plan, le dioptre plan est
afocal.

2.3 Conditions de Gauss, optique paraxiale

Les conditions du stigmatisme et de I'aplanétisme approchés sont apparues dans I’étude
du dioptre plan. On peut aussi évoquer 1'exemple des écrans de cinéma, qui doivent
étre courbes et non plus plans lorsqu’on souhaite obtenir des grandes images de
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maniére a ce que tous les points de I'écran soient 3 méme distance du projecteur.
Cela signifie que Paplanétisme approché n’est plus vérifié.

En plus de ces constatations, on peut s’in-

téresser aux résultats de simulations de tracé

de rayons lumineux dans le cas d’'un miroir

sphérique qui, comme on le verra dans

le paragraphe suivant, est une portion de Sores
sphére réfléchissante. La premiere figure

(figure 10.9) représente des rayons issus

d’une source ponctuelle et réfléchis sur 'en-

semble du miroir. Il apparait clairement qu’il

n’existe pas de point d’intersection unique

des rayons réfléchis : I’image d’un point —
n’est pas un point et il n’y pas stigma-

tisme rigoureux. On ne peut méme pas par- Figure 10.9 Miroir sphérique en
ler de stigmatisme approché car les rayons se dehors des conditions de Gauss.
croisent en des endroits tres différents.

En revanche, si I’on sélectionne les rayons se réfléchissant pres du sommet S du miroir,
on remarque qu’ils se croisent aprés réflexion en un point : on peut alors considérer
qu’il y a stigmatisme. La figure 10.10 illustre cette propriété. Sur cette figure, on a
agrandi la zone du miroir autour du sommet, c’est pour cela que le miroir n’apparait
que comme un arc de cercle. On retiendra donc que les rayons doivent frapper
le miroir au voisinage de son sommet.

Source

Figure 10.10 Miroir sphérique dans les conditions de Gauss.

La propriété précédente n’est pas suffisante. En effet, comme le montre la figure
10.11, si les rayons sont tres inclinés par rapport a 'axe, il n’y a plus stigmatisme.
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Source

Figure 10.11 Miroir sphérique en dehors des conditions de Gauss.

Ces constatations amenent a énoncer certaines conditions pour que le stigmatisme et
laplanétisme approchés soient vérifiés : on les appelle les conditions de Gauss.

Elles sont au nombre de trois mais deux seulement sont nécessaires, la troisiéme est
une conséquence des deux autres.

1. Les rayons lumineux font un angle petit avec axe du systeme. On parle de
rayons paraxiaux.

2. Les rayons rencontrent les dioptres ou les miroirs au voisinage de leur sommet
situé sur 'axe optique si le systéme est centré.

3. L’angle d’incidence des rayons sur les dioptres ou les miroirs est petit.

Cela signifie aussi que 'objet et 'image ne doivent pas étre de taille trop grande.

On va tirer les conséquences de ces conditions sur différents systemes étudiés dans la
suite.

3. Cas du miroir sphérique

3.1 Relation de Thalés dans les triangles

On rappelle ici les relations de Thales dans les A4 B A4 B
triangles, souvent utilisées en optique géomé-
trique. D E
Dans les triangles représentés (Cf. figure 10.12),
on peut écrire les relations de Thales : c E D
DE CD ©CE Figure 10.12 Relation de
AB CA CB
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3.2 Miroirs sphériques

Un miroir sphérique est une portion de spheére réfléchissante. Il existe deux types de
miroirs : le miroir concave (Cf. figure 10.13) et le miroir convexe (Cf. figure 10.14).

C S S C
— .
L
——
P
[
/[
Figure 10.13 Miroir concave. Figure 10.14 Miroir convexe.

On définit :
e le centre du miroir C qui est le centre de la sphere ;
o le sommet du miroir S qui est I'intersection du miroir avec 'axe optique ;

e le rayon algébrique du miroir R = CS. Il est positif pour le miroir concave, négatif
pour le miroir convexe.

Le miroir plan est un cas particulier du miroir sphérique pour lequel le rayon est
infini.

3.3 Stigmatisme et aplanétisme approchés du miroir sphérique

Les simulations présentées dans le paragraphe sur les conditions de Gauss ont montré
le stigmatisme approché pour le miroir. Qu’en est-il de 'aplanétisme ? On recherche
grace au logiciel de tracé de rayons I'image d’un point B dans le plan transverse
d’un point A (Cf. figure 10.15). On s’apercoit que si 'objet est petit (conditions de
Gauss), I'image B’ est dans le plan transverse de 'image A’ : il y a donc aplanétisme

approché.

A/

p T

B/

Figure 10.15 Aplanétisme approché d'un miroir sphérique.
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3.4 Caractére focal des miroirs sphériques dans l'approximation de Gauss.
Distance focale

Si on envoie un faisceau de rayons paralléles a axe sur un miroir concave, dans les
conditions de Gauss, les rayons réfléchis se croisent sur I'axe au point focal image
F' qui, d’aprés la simulation de la figure 10.16, est 3 mi-distance du centre C et du
sommet S du miroir. Par retour inverse de la lumiére, on conclut que tout rayon issu
de F' se réfléchira parallélement a I'axe et que F' est aussi le foyer objet du miroir.

|

| —

Centre C

Figure 10.16 Foyer d’'un miroir sphérique.

La figure 10.16 montre le cas d’un miroir concave. Dans ce cas, le point F = F' est
réel. Pour un miroir convexe, on a aussi F = F' mais les foyers sont virtuels.

Le miroir sphérique comporte deux foyers confondus. IIs sont réels pour un
miroir concave, virtuels pour un miroir convexe (Cf. figure 10.17) .

-
C F S S F C
. — —— o
g
g
[

Figure 10.17 Position des foyers d'un miroir sphérique.

On définit la distance focale objet f par f = SF et la distance focale image f’ par
f' = SF'. Ces deux grandeurs sont égales et valent :

, SC
f=f==
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Puisqu’il y a aplanétisme approché, on peut définir les plans focaux objet et image qui
sont confondus : il s’agit du plan transverse passant par F = F'.

3.5 Représentation symbolique des miroirs

Pour montrer que c’est dans les conditions de Gauss qu’on utilise les miroirs, on ne
les représente pas par un arc de cercle mais par les symboles de la figure 10.18. En
fait, comme cela apparait sur la simulation de la figure 10.10, puisqu’on ne s’intéresse
qu’aux rayons se réfléchissant au voisinage du centre S du miroir, on représente le
miroir par son plan tangent en S.

=

—

Miroir concave Miroir convexe

Figure 10.18 Symbole des miroirs sphériques.

3.6 Quelques régles de construction préliminaires

A partir des propriétés énoncées dans les paragraphes précédents, on va établir les
relations de conjugaison des miroirs permettant de déterminer les positions des objets
et des images ainsi que les grandissements.

Ces relations sont établies dans le cas particulier d’'un miroir concave avec un objet
placé avant le centre C du miroir mais sont valables quelle que soit la position de
lobjet ainsi que pour un miroir convexe car elles sont algébriques.

On se sert de trois régles de construction qui seront revues plus en détail dans la suite
du chapitre :

e un rayon passant par le centre du miroir n’est pas dévié puisqu’il frappe le miroir
selon la normale ;

e un rayon incident parallele i I'axe donne un rayon réfléchi passant par le foyer
image ;

e un rayon incident passant par le foyer objet donne un rayon réfléchi parallele a
laxe.
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Ces trois régles permettent d’effectuer la construction de I'image A'B’ de I'objet AB
sur la figure 10.19.

B H
/
L F S
A C .
B/ H/

Figure 10.19 Construction d'une image par un miroir concave.

» Remarque : Pour obtenir des formules faisant intervenir le centre optique, il faut
tracer un rayon passant par C. De méme, pour retrouver des formules faisant intervenir
le foyer, il faut tracer les rayons passant par F.

3.7 Relations avec origine aux foyers, dites relations de Newton

Sur la figure 10.19, on applique les relations de Thales apres avoir construit les points
H et H' projections de B et B’ sur le miroir. Dans les triangles BAF et FSH' :

A'B SH'
’y: —_— = — =

FS

AB  AB FA
Dans les triangles B'A'F et FSH :

_A'B AB  FA

Y= 2B SO TS

En égalant les deux expressions précédentes, on obtient la relation de conjugaison
avec origine aux foyers, appelée relation de Newton :

FAFA =TS =f> = ff (10.4)

3.8 Relation avec origine au centre

Comme précédemment, 1’étude est faite pour le miroir concave mais toutes les
expressions sont valables pour le miroir convexe. Les notations font référence a la
figure 10.19.

231



Chapitre 10 — Stigmatisme et aplanétisme. Dioptres et miroirs

/Bl

=5 il suffit d’appliquer la relation de Thales
dans les triangles CAB et CA’B’. On obtient :

Pour obtenir le grandissement y =

_AB CA (103)
Y=IB T Ca :

Pour établir la relation de conjugaison avec origine en C, on repart de la relation de
Newton (10.4) et on introduit le point désiré C. Cela donne :
(FC + CA)(FC + CA) = f?
Or FC = f d’ot en développant :
fP+fCA+f CA + CACA =f>

On simplifie et on divise I'expression par f CA CA’ :

1 1 1

J’_

cAl cA  f

SC , L o -
Sachant que f = — »on obtient alors la formule de conjugaison du miroir sphérique
dite avec origine au centre C :

1 1 2

CA cA C

(10.6)

G

» Remarque : D'aprés la relation précédente, on remarque que les points S et C sont
leur propre image par le miroir.

3.9 Formules de conjugaison avec origine au sommet

Il est parfois plus facile d’utiliser une relation de conjugaison avec origine au som-
met S. On procéde comme pour la formule de conjugaison avec origine en C : on
introduit le point S par la relation de Chasles dans I'expression (10.4).
(FS+ SA)(FS + CA) = >
Or FS = —f d’oti en développant :
P TA—fSA+TASA = f°

On simplifie et on divise I'expression par f SA SA’ :
1 1 1
—t — = —
SA"  SA f
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Sachant que f = — - on obtient la formule de conjugaison avec origine au sommet :

(10.7)

Les deux formules de conjugaison se ressemblent ; cependant il faut se souvenir que ou bien
C est toujours en premier dans les grandeurs algébriques, ou bien c'est S.

Pour obtenir la formule de grandisse-
ment avec origine au sommet, il est
nécessaire de tracer un rayon passant
par S (Cf. figure 10.20).

Pour déterminer la position de B/, on
utilise le rayon issu de B passant par
C et celui issu de B passant par S. Le
premier n’est pas dévié comme cela a
déja été vu et le second est réfléchi

symétriquement par rapport a l'axe

optique qui fait office de normale au Figure 10.20 Utilisation d’un rayon
miroir en S. passant par le sommet du miroir.

Pour calculer le grandissement, on utilise les relations de Thales. Dans les triangles
BAC et B'A'C, on peut écrire :

_AB _CA

B — —_— 10.8
YZ 4B T A (198

Les triangles ABS et A'B'S’ ont méme angle en S donc en considérant le rayon qui
se réfléchiten S :

AB 4B
, SA'  SA
soi1t
yo A 54 (10.9)
AB SA

3.10 Constructions

a) Reégles de construction

On revient dans ce paragraphe sur les méthodes de construction permettant de déter-
miner les positions des images et des rayons réfléchis dans les conditions de Gauss.
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Dans le paragraphe précédent, on a utilisé un rayon passant par le sommet mais il faut
éviter d'utiliser un tel rayon pour faire une construction précise : il est difficile de construire
deux angles égaux sans rapporteur. On nutilise ce rayon que pour retrouver |'expression du
grandissement comme cela a été fait.

Pour une construction précise, les idées de base sont les suivantes :

un rayon passant par le centre n’est pas dévié ;
9

2. un rayon incident paralléle a 'axe (ou son prolongement) passe apres réflexion
par le foyer image ;

3. un rayon incident (ou son prolongement) passant par le foyer objet est, apres
réflexion, paralléle a laxe;

4. deux rayons incidents paralléles donnent des rayons réfléchis qui, eux ou leurs
prolongements, se croisent dans le plan focal image ;

5. deux rayons incidents qui, eux ou leurs prolongements, se croisent dans le plan
focal objet donnent des rayons réfléchis paralléles entre eux.

» Remarques :

e On exagere sur le schéma les dimensions perpendiculaires a I'axe pour la clarté de ces
dessins si bien que les lois de Descartes ne semblent plus vérifiées.

e On utilise en général trois rayons pour effectuer les constructions. En fait, deux suf-
fisent mais le troisiéme confirme la construction.

b) Construction d’'une image correspondant a un objet

On utilise les trois premiéres régles. Sur toutes les constructions, les données sont
représentées en gras alors que ce qui est obtenu par construction est représenté en
trait fin. On encourage le lecteur a refaire toutes les constructions en utilisant une
feuille de papier calque et en partant des mémes données afin de pouvoir comparer
les résultats. D’autre part, il est toujours plus clair, quand on peut le faire, d’utiliser des
couleurs différentes pour les rayons.

I1 faut bien respecter les conventions : les objets et images virtuelles sont repré-
sentés en pointillés ainsi que les prolongements des rayons.

c) Miroir concave

Les trois positions possibles pour I'objet sont :

1. réel avant F;

2. réelentre FetS;

3. wvirtuel apres S.
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Les trois constructions sont données sur les figures 10.21, 10.22 et 10.23.
Dans la premiére construction (Cf. figure 10.21), on a tracé :

1. un rayon passant par B et paralléle a 'axe qui est réfléchi en passant par F,
2. un rayon passant par B et par F qui est réfléchi paralléelement a I'axe,

3. un rayon passant par B et par C qui est réfléchi sur lui-méme.

» Remarque : Si |'objet est avant C comme sur la figure 10.21, son image est plus
petite; s'il est entre C et F, elle est plus grande, la construction étant la méme.

B H
'E 7 g

A [0
B H

Figure 10.21 Construction de 'image d'un objet réel situé avant le foyer objet par un
miroir concave.
Les trois rayons réfléchis se croisent en B/, 'image est donc réelle.
Dans la construction suivante (Cf. figure 10.22), on a tracé :
1. un rayon passant par B et paralléle a 'axe qui est réfléchi en passant par F,
2. un rayon passant par B et par F qui est réfléchi parallelement a I'axe,

3. un rayon passant par B et par C qui est réfléchi sur lui-méme.

Figure 10.22 Construction de limage d'un objet réel situé entre le foyer objet et le
sommet par un miroir concave.

Les prolongements des rayons réfléchis se croisent en B', 'image est donc virtuelle.
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Dans la derniére construction (Cf. figure 10.23), on a tracé :

1. un rayon incident parallele a 'axe, dont le prolongement arrive en B et qui est
réfléchi en passant par F,

2. un rayon incident passant par F, dont le prolongement arrive en B et qui est
réfléchi parallelement a I'axe,

3. un rayon incident passant par C, dont le prolongement arrive en B et qui est
réfléchi sur lui-méme.

Figure 10.23 Construction de l'image d'un objet virtuel situé aprés le sommet par un
miroir concave.

s . . / . ,
Les rayons réfléchis se croisent en B', I'image est donc réelle.
Les résultats sont les suivants :
1. un objet réel avant F donne une image réelle renversée,

2. un objet réel entre F et S donne une image virtuelle droite plus grande, c’est le
miroir grossissant,
3. un objet virtuel apres S donne une image réelle plus petite droite.
Attention a la construction dans le cas d'un objet virtuel. Il faut se souvenir que cet objet est
I'image formée par un autre instrument non représenté ici et que I'on a placé le miroir avant

cette image devenue un objet pour lui. Ce sont donc les prolongements des rayons incidents
qui doivent se croiser sur |'objet et non les rayons émergents.

d) Miroir convexe

Les trois positions possibles pour I’objet sont :

1. réel avant S;

2. virtuel entre Set F;

3. virtuel apres F.

Les trois constructions sont données sur les figures 10.24, 10.25 et 10.26.

Dans la premiére construction (Cf. figure 10.24), on a tracé :
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un rayon incident, passant par B et parallele a 'axe, et le rayon réfléchi correspon-
dant dont le prolongement passe par F,

un rayon incident, passant par B, dont le prolongement passe par F, qui est réfléchi
parallélement a I'axe,

un rayon incident passant par B, dont le prolongement passe par C, qui est réfléchi
sur lui-méme.

Figure 10.24 Construction de l'image d’'un objet réel situé avant le sommet par un miroir
convexe.

Les prolongements des rayons réfléchis se croisent en B', I'image est donc virtuelle.
Dans la construction suivante (Cf. figure 10.25), on a tracé :

1. un rayon incident paralléle a I'axe dont le prolongement passe par B et le rayon

réfléchi correspondant dont le prolongement passe par F,

un rayon incident, dont le prolongement passe par B et F, qui est réfléchi paralle-
lement a ’axe,

un rayon incident, dont le prolongement passe par B et C, qui est réfléchi sur
lui-méme.

Figure 10.25 Construction de l'image d'un objet virtuel situé entre le sommet et le foyer
objet par un miroir convexe.
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Les rayons réfléchis se croisent en B/, 'image est donc réelle.
Dans la derniére construction (Cf. figure 10.26), on a tracé

1. un rayon incident paralléle a 'axe dont le prolongement passe par B et le rayon
réfléchi correspondant dont le prolongement passe par F,
2. un rayon incident, dont le prolongement passe par B et F, qui est réfléchi paralle-

lement a 'axe,

3. un rayon incident, dont le prolongement passe par B et C, qui est réfléchi sur
lui-méme.

» Remarque : Si I'objet est a droite de C comme sur la figure 10.26, I'image est plus
petite; s'il est entre C et F, elle est plus grande, la construction étant la méme.

Figure 10.26 Construction de l'image d'un objet virtuel situé aprés le foyer objet par un
miroir convexe.

Les prolongements des rayons réfléchis se croisent en B', I'image est donc virtuelle.
Les résultats des trois constructions sont les suivants :

1. un objet réel avant S donne une image virtuelle droite plus petite,

2. un objet virtuel entre S et F donne une image réelle droite plus grande,

3. un objet virtuel apres F donne une image virtuelle renversée.

Dans le chapitre sur la focométrie, on donnera un moyen rapide de reconnaitre un
miroir concave ou un Mmiroir convexe.

e) Construction d'un rayon réfléchi correspondant a un incident donné

On utilise les régles 4 et 5. Les constructions ont été réalisées sur des figures dif-
térentes pour plus de lisibilité. Le rayon incident pour lequel on cherche le rayon
réfléchi est en trait gras. Dans tous les cas, on utilise le rayon passant par le centre qui
est facile a tracer.
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Pour le miroir concave :

1.

Sur la figure 10.27, on trace le rayon paralléle au rayon incident donné qui passe
par C. Ce rayon est réfléchi sur lui-méme et croise le rayon réfléchi recherché au
foyer secondaire image Fy, intersection du plan focal image et de ce rayon passant
par C.

Sur la figure 10.28, on trace le rayon passant par C qui coupe le rayon incident
donné dans le plan focal objet, au point F, foyer secondaire objet. Les rayons
réfléchis sont paralleles.

Figure 10.27 Utilisation d'un Figure 10.28 Utilisation d'un
foyer image secondaire. foyer objet secondaire.

Pour le miroir convexe :

1.

Sur la figure 10.29, on trace le rayon parallele au rayon incident donné et dont le
prolongement passe par C. Ce rayon est réfléchi sur lui-méme et croise le prolon-
gement du rayon réfléchi recherché au foyer secondaire image Fy, intersection du
plan focal image et de ce rayon passant par C.

Sur la figure 10.30, on trace le rayon dont le prolongement passe par C qui coupe
le prolongement du rayon incident donné dans le plan focal, au point F, foyer
secondaire objet. Les rayons réfléchis sont paralléles.

&Ti ~

AT,

ke S
Figure 10.29 Utilisation d'un Figure 10.30 Utilisation d'un
foyer image secondaire. foyer objet secondaire.
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3.11 Complément : relation de Lagrange-Helmholtz

Il s’agit d’établir une relation entre les tailles des objets et des images et les angles que
font les rayons avec 'axe. On utilise pour cela les notations de la figure 10.31.

Figure 10.31 Relation de Lagrange-Helmholtz d'un miroir.

Alors : — —
SH , SH
tana = — et tana = —
AS A'S
D’autre part, dans les conditions de Gauss, les angles sont petits donc tana >~ a et
tana’ ~ a’. Les relations précédentes donnent :
o AS
a A'S
Or la relation de grandissement (10.9) donne :
AS 4B
A's  A'B

En combinant les relations précédentes, on obtient la relation de Lagrange-
Helmholtz : L
aAB= —d'A'B (10.10)
/
o
On définit le grossissement (ou grandissement angulaire) par G = —. On peut déduire
o
de la relation de Lagrange-Helmholtz une relation entre le grandissement et le gros-
sissement : _
o AB 1
CG=—=—=—=—— (10.11)
a A'B Y

ou €ncore :

Gy=-1 (10.12)
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A. Applications directes du cours

D Images réelles avec un miroir

1. Déterminer les positions des objets ayant une image réelle par un miroir sphérique concave.
R éaliser les constructions correspondantes.

2. Déterminer les positions des objets ayant une image réelle par un miroir sphérique convexe.
Réaliser les constructions correspondantes.

B Caractérisation d’un miroir

Un miroir sphérique donne d’un objet réel situé¢ a 60 cm de son sommet une image droite et
réduite d’un facteur 5. En déduire, par le calcul et par une construction géométrique qu’on
expliquera, les caractéristiques du miroir.

Question a choix multiples - Etude d’un miroir sphérique, d’aprés ENAC
Pilotes 2004

Un miroir sphérique de centre C et de sommet S est plongé dans un milieu homogeéne
et isotrope d’indice n. Les distances algébriques sont comptées positivement dans le sens de
propagation de la lumiére incidente.

1. Donner les positions des foyers objet F et image ' du miroir :

1. F est au milieu du segment SC et F’ est symétrique de F par rapport au sommet S,

2. F' est au milieu du segment SC et F est symétrique de F' par rapport au centre C,
3. F et F' sont confondus et situés au milieu du segment SC,
4. F et F' sont rejetés a 'infini.
oA 1 . L
2. Quelle doit étre la vergence IV = F (exprimée en dioptries, de symbole §, avec

16 = 1 m™ ") d’un miroir sphérique placé dans Iair pour qu’il donne d’un objet réel situé a
10 m du sommet une image droite et réduite d’un rapport 5 ?

1. V=0,40,

2. V=-126,

V=378,

V=126.

Quelle est la nature d’un tel miroir ?

convergent et convexe,

divergent et concave,

el A

divergent et convexe,

4. convergent et concave.

4. Un objet est placé dans un plan orthogonal a I'axe optique du miroir passant par le centre C.
Ou se trouve I'image ?

1. dans le méme plan passant par le centre C du miroir,
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dans le plan focal image du miroir,
a I'infini,
dans le plan passant par le sommet S du miroir.

Exprimer dans ce cas le grandissement :

G=1,
1
2. G=—=,
2

3. G=2,
4 G=-1.

I S ol

D Comment se voir en entier dans un miroir

On consideére un miroir plan de hauteur / accroché a un mur vertical. Une personne de taille

t a ses yeux a une hauteur o du sol et se trouve a une distance d du miroir. On suppose que le

.. .. N + < q- N .
bord supérieur du miroir est a la hauteur 22, ¢’est-a-dire 3 mi-hauteur entre le sommet de la

2
téte de la personne et de ses yeux.

1. a) Déterminer graphiquement la partie de son corps que la personne voit d’elle-méme
dans le miroir.

b) Est-ce que la partie visible du corps dans le miroir dépend de la distance d?

2. Quelle est la hauteur minimale /i du miroir permettant 4 une personne de se voir entiere-
ment ?

3. Pourquoi a-t-on accroché la bord supérieur du miroir a mi-distance entre le sommet de la
téte et les yeux ?

B Miroirs domestiques

Les miroirs d’utilisation courante sont en général des lames a faces paralléles en verre, d’épais-
seur e et d’indice n. On métallise la face arriere de la lame de maniére a réfléchir la lumiere.

1. A quel systéme optique le miroir domestique est-il équivalent ?
2. a) Déterminer graphiquement la position du miroir plan équivalent M,.

b) Déterminer (dans 'approximation de Gauss), la distance de M, a la premicre face de la
lame.

3. Retrouver le résultat de la question précédente par I'utilisation de la formule de conjugaison
du dioptre plan (dans les conditions de Gauss).

B. Exercices et problémes

D Le sextant

Le sextant est un appareil qui était utilisé par les marins (avant 'avénement du systéme G.P.S.)
pour déterminer la latitude. Pour cela il mesurait la hauteur d’un astre (Soleil, Lune..) au-dessus
de I’horizon.
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Le sextant est composé de deux miroirs plans M, et M, (ce dernier étant semi-réfléchissant), et
d’une lunette de visée L, (I'exercice n’exige aucune connaissance sur la lunette). La direction
OC du plan du miroir M; pointe sur un repére de 'arc de cercle gradué AB qui mesure 60°.

Figure 10.32

Avec la lunette, I'observateur vise I’horizon donc l'axe optique de la lunette a la direction de
I'horizontale. Le plan du miroir M, (parallele au segment OA) fait un angle de 30° avec cet
axe. On note 0 'angle de la normale 4 M; avec I'horizontale et ¢ celui de la direction de
Pastre observé S avec cette méme horizontale (figure 10.32).

1. Déterminer en fonction de ¢ et 6 'angle & que fait le rayon réfléchi sur M, avec I’hori-
zontale.

2. a) Quel doit-étre 'angle € pour que le rayon réfléchi sur M, soit selon 'axe optique de
la lunette ?

b) En déduire alors la relation entre 'angle AOC et 'angle SOH.

D Télescope a deux miroirs concaves

On considere le télescope constitué de deux miroirs sphériques concaves (figure 10.33). Les
rayons provenant de Iastre observé se réfléchissent sur le miroir M; (sommet S;, centre Cy)
puis sur le miroir M, (sommet S,, centre Cy).

On pose $8 =D, S C1 = R](< O) et S2C2 = R2(> 0)

M,
Mo
G
o) Sz S1

Figure 10.33
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1. On nomme F le foyer objet et F' le foyer image. Déterminer les positions S; F et S, F’ de
ces deux points en fonction de D, R; et R».

2. a) A quelle condition le systéme est-il afocal ?
b) Déterminer D. Application numérique pour Ry = —2met R, = 1 m.
c) Faire une figure en respectant les rapports entre les différentes grandeurs. Construire la

direction @’ du faisceau émergent correspondant a un faisceau incident de direction @. En
!/

déduire le grandissement angulaire G = —.
a

3. On considére la cas ou Ry = —R, et D = —2R;.

a) Déterminer la position et la taille de I'image définitive d’un astre vu 'angle 2 & = 2°
symétriquement de part et d’autre de I'axe optique.

b) Application numérique : Ry = —2m.

c) Faire la figure en respectant les proportions et en faisant apparaitre I'image intermédiaire.

B Un élément de sécurité : le rétroviseur, d’aprés ENSTIM 2006

Le champ d’un miroir est la portion de I'espace qu’un observateur voit dans un miroir. Ainsi,
un rétroviseur de voiture ne permet pas au conducteur de voir une autre voiture qui se situerait
hors de cette portion; c’est ce qu’on appelle 'angle mort.

1. Le rétroviseur est un miroir plan

Le rétroviseur est un miroir plan de largeur L. I’observateur place son ceil, supposé ponctuel,
en un point A’ de I'axe du miroir, A une distance D de celui-ci.

a) Sur une figure, positionner le point A dont I'image est A’ par le miroir.

b) Ou se situent les points que I'observateur peut espérer voir par réflexion dans le
miroir ? Faire apparaitre cette portion de I'espace sur une construction.

c) Préciser la valeur de 'angle @ qui caractérise la portion de I’espace accessible a la vision ;
c’est le champ du miroir.

d) Application numérique : calculer @, avec L = 20 cm, D = 50 cm.

2. Le rétroviseur est un miroir sphérique

Le miroir plan est remplacé par un miroir sphérique convexe, de rayon de courbure
R = 50 cm et de méme largeur L. L'ceil de I'observateur est toujours placé en A’.

a) Effectuer la construction graphique du point A dont 1"image est A" par le miroir et déter-
miner la position de A par rapport a S sommet du miroir.

b) Faire apparaitre le champ du miroir sur la construction.

c) Préciser la valeur de I'angle @’ qui caractérise le champ de vision.

d) Application numérique : calculer @’ avec L = 20 cm, D = 50 cm.
3. Comparaison des deux dispositifs

a) Comparer les champs angulaires des deux types de rétroviseur.
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b) Un objet, de taille 1 m, est situé a une distance D’ = 10 m du rétroviseur. Faire une
construction graphique de 'image dans les deux cas. Déterminer puis calculer les angles appa-
rents sous lesquels 'automobiliste voit 'objet avec les deux types de rétroviseur. Commenter.

D Télescope de Cassegrain, d’aprés ENSTIM 2005

1. Définir le stigmatisme rigoureux d’un systeéme optique centré.

2. Qu'appelle-t-on stigmatisme approché? A quelle(s) condition(s) est-il vérifié ?
3. Définir Paplanétisme d’un systéme optique.

4. On considére un miroir sphérique concave de centre C et de sommet S. Un objet AB
assimilable a4 un segment est placé perpendiculairement a I'axe optique, extrémité A étant
située sur cet axe. Construire, dans le cadre de 'approximation de Gauss, 'image A’B’ de AB.
La construction s’effectuera a I'aide de deux rayons émis par B I'un passant par le centre C,
Iautre par le sommet S et on justifiera la trajectoire de chacun. On prendra CS égal 3 5 cm et
ACa4 cm.

5. Etablir a partir de cette construction la formule de conjugaison des miroirs sphériques dans
Papproximation de Gauss avec origine au sommet.

6. En déduire Iexistence d’un foyer objet F et d’un foyer image F’ dont on précisera les
positions relatives par rapport au sommet S et au centre C.

7. On considére désormais le télescope de Cassegrain constitué de deux miroirs sphériques
M et M,. Le miroir M; est concave avec une ouverture a son sommet S; tandis que le miroir
M, est convexe, sa face réfléchissante étant tournée vers celle de M;.

On observe a travers ce télescope un objet AB dont 'extrémité A est sur 'axe optique. L’objet

étant tres éloigné, les rayons issus de B qui atteignent le miroir M sont quasiment paralléles et
forment avec 'axe optique une angle a. Apres réflexion sur M, ces rayons se réfléchissent sur

M, et forment une image finale A’B’ située au voisinage de Sj.

Effectuer les constructions géométriques de I'image intermédiaire A;B; de AB par M et de
I'image finale A’B’. On prendra 6 cm pour S,S;, 9 cm pour F;S; et 6 cm pour F>S; en
appelant Fy, F», S; et S, respectivement le foyer de M, le foyer de M,, le sommet de M et
le sommet de M.

8. Onnote f; = FiS; et o = F>S, les distances focales comptées positivement des miroirs M
et Mp. On appelle D = S, 8; la distance séparant les deux miroirs. Exprimer D en fonction de
fi et f> pour que I'image finale A’ B’ soit située dans le plan de S;.

9. Que devient cette expression quand f; > f?

10. Déterminer dans ces conditions (sans I'approximation f; > f) la taille de I'image inter-
médiaire A; By en fonction de « et de f;.

11. En déduire celle de A’B’ en fonction de a, f; et f>.

12. Simplifier cette expression quand f; >> f.

13. Déterminer les valeurs de A1B; et de A’B’ pour a = 1,0.1073 rad, fi = 40 cm et

A

h
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1. Présentation

Lentilles minces
sphériques

1.1 Les différentes lentilles

Une lentille sphérique est un milieu transparent, homogene et isotrope limité par deux

dioptres sphériques ou un dioptre sphérique et un dioptre plan.

Comme les dioptres sphériques, les lentilles possedent un axe de symétrie appelé axe

optique. 11 s’agit de la droite passant par les sommets des deux dioptres dans le cas ou

aucun dioptre n’est plan. Dans le cas contraire, c’est 'axe de symétrie du dioptre non

plan (passant par son centre et son sommet).

On distingue deux types de lentilles :

e les lentilles a bords minces,

o les lentilles a bords épais.

Lentilles a bords minces

biconvexe

plan convexe

ménisque

convergent

Figure 11.1 Différentes lentilles

a bords minces.

Lentilles a bords épais

biconcave

plan concave

ménisque
divergent

Figure 11.2 Différentes lentilles

a bords épais.




Chapitre 11 — Lentilles minces sphériques

Les lentilles a bords minces sont convergentes ¢’est-a-dire qu’elles rabattent les rayons
vers I’axe alors que les lentilles a bords épais sont divergentes : elles écartent les rayons
de 'axe. Les figures 11.1 et 11.2 récapitulent les six formes de lentilles.

On définit le centre optique (en général appelé O) comme le point de 'axe optique
par lequel passe le rayon réfracté correspondant 4 un rayon incident dont le rayon
émergent correspondant lui est paralléle (Cf. figure 11.3).

ey

e<< |Ry| e<<|Ry—Ry| lentille lentille
e | Ry convergente  divergente
Figure 11.3 Dévia- Figure 11.4 Condi- Figure 11.5 Sym-
tion d’un rayon par tions pour avoir bole des lentilles
une lentille. une lentille mince. minces.

Une lentille sphérique mince est une lentille sphérique dont I’épaisseur e sur I'axe est
petite devant les rayons des dioptres et devant la différence de ceux-ci s’ils sont de
méme sens (Cf. figure 11.4). Ainsi si I'on considere les rayons algébriques Ry et R,
des dioptres, une lentille est dite mince si :

e K ‘R1‘ , e ’R2| et e K |R1 — R2‘ (111)

Dans ce cas, on peut considérer que les trois points O, S; et S, sont confondus si bien
qu’on représente les lentilles par un trait sur lequel on fait seulement figurer O. Les
symboles des lentilles convergente et divergente sont donnés sur la figure 11.5.

1.2 Distance focale, vergence

Dans I'approximation de Gauss, les lentilles sont des systémes optiques stigmatiques
(stigmatisme approché) et aplanétiques (aplanétisme approché). On peut donc définir
deux foyers, objet et image, et deux plans focaux, objet et image. Dans toute la suite
de I’étude, on suppose que les lentilles sont utilisées dans I'air d’indice n = 1.

a) Cas d'une lentille convergente

Si on éclaire une lentille convergente par un faisceau paralléle a 'axe, on observe que
les rayons réfractés convergent en un point de I’espace image qui est donc le foyer
image F' (Cf. figure 11.7). De méme, si on place une source ponctuelle au point
F, symétrique de F' par rapport a3 O, on observe qu’aprés la lentille, le faisceau est
paralléle a 'axe, donc F est le foyer objet (Cf. figure 11.6).

248



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

Présentation

Pour une lentille convergente, les foyers objet et image sont symétriques par rap-
port au centre optique. Le foyer objet est situé avant le centre optique O et le
foyer image apres O dans le sens de propagation de la lumieére.

Sile sens de propagation de la lumiere change, les foyers sont inversés.

A A
F O o) F'
P —_———————4
\j \J
Figure 11.6 Foyer objet d'une Figure 11.7 Foyer image d'une
lentille convergente. lentille convergente.

On définit les distances focales :

e la distance focale objet f = OF, qui est négative pour une lentille convergente,
e la distance focale image f/ = OF’, qui est positive pour une lentille convergente.
Les distances focales f et f’ sont opposées.

On définit la vergence 17 d’une lentille par :

pol__1 (11.2)

FoF |
La vergence est homogene a 'inverse d’une distance et 'unité de la vergence est la
dioptrie (symbole &) qui correspond a des m™~!. Ainsi une lentille de distance focale

image f/ = 50 cm a une vergence de 2 8.

b) Cas d'une lentille divergente

Si on éclaire une lentille divergente avec un faisceau paralléle a I’axe, on observe que
le faisceau diverge apres passage a travers la lentille (Cf. figure 11.9). Si on prolonge
les rayons du faisceau divergent, ils semblent provenir d’un point de I'espace objet qui
est donc I'image du faisceau paralléle. Ce point est le foyer image F' de la lentille, il
est virtuel.

Si 'on éclaire la lentille par un faisceau convergent (Cf. figure 11.8), dont les pro-
longements de rayon se croisent au point symétrique de F' par rapport a la lentille,
le faisceau émergent est parallele a I'axe. Ce point est donc le foyer objet F, il est lui
aussi virtuel.
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q F F.~ "o
Figure 11.8 Foyer objet d'une Figure 11.9 Foyer image d'une
lentille divergente. lentille divergente.

Pour une lentille divergente les foyers objet et image sont symétriques par rapport
au centre optique mais virtuels. Le foyer objet est situé apres le centre optique O
et le foyer image avant O dans le sens de propagation de la lumiére.

Si le sens de propagation de la lumiére change, les foyers sont inversés comme pour
une lentille convergente.

La définition de la vergence est la méme que pour une lentille convergente. Dans

ce cas, la distance focale image f' = OF’ est négative donc la vergence V' = — lest

aussi. La distance focale objet f = —f" est positive.

Sur les figures précédentes, on peut vérifier la validité des termes lentilles convergentes
et divergentes.

2. Relations de conjugaison

A partir des propriétés énoncées dans les paragraphes précédents, on va établir les
relations de conjugaison des lentilles minces, permettant de déterminer les positions
des objets et des images ainsi que les grandissements. On procede comme pour les
miroirs sphériques.

Ces relations sont établies dans le cas particulier d’une lentille convergente avec un
objet placé avant le foyer objet mais sont valables quelle que soit la position de I'objet
ainsi que pour une lentille divergente car elles sont algébriques.

On se sert de trois regles de construction qui seront revues plus en détail dans la suite
du chapitre :

e un rayon passant par le centre optique n’est pas dévié;
e un rayon incident parallele a 'axe émerge apres la lentille en passant par le

foyer image ;
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Relations de conjugaison

e un rayon incident passant par le foyer objet émerge parallelement a I'axe.

Ces trois régles permettent d’effectuer la construction de I'image A'B’ de I'objet AB
sur le figure 11.10.

Figure 11.10 Construction d’'une image par une lentille convergente.

» Remarque : Pour obtenir des formules faisant intervenir le centre optique, il faut
tracer un rayon passant par O. De méme, pour retrouver des formules faisant intervenir
les foyers, il faut tracer les rayons passant par F et F'.

2.1 Relations avec origine aux foyers, dites relations de Newton

On utilise la méme méthode que pour les miroirs sphériques : on calcule le gran-
dissement en faisant intervenir le point H projeté de B sur la lentille et le point H'
projeté de B’ sur la lentille (Cf. figure 11.10). On peut alors calculer le grandissement
de deux maniéres différentes. Les relations de Thalés dans les triangles ABF et OH'F
donnent : -
_A'B OH' FO
V"AB T AB M
De méme, dans les triangles HOF' et F'A'B' :

AB AB FA
~ AB OH FO

Y

En combinant les deux relations précédentes, on obtient la relation de conjugaison
avec origine aux foyers appelée relation de Newton :

FAFA=FOFO=—f2=—f2=§ (11.3)

D’apres les expressions précédentes et en utilisant les distances focales, on peut écrire
le grandissement sous les deux formes suivantes :

W__L
= (11.4)

')/:
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2.2 Relations avec origine au centre, dites relations de Descartes

Les notations font encore référence a la figure 11.10. Pour obtenir le grandissement
IRt

v = =5 il suffit d’utiliser la relation de Thalés dans les triangles OAB et OA'B.
On trouve alors :
/B/ O /
= = 11.5
Y= 7B OA (11.5)

Pour obtenir la relation avec origine au centre, on repart de la relation de Newton
(11.3) et on introduit le point désiré O. Cela donne :

(FFO+ OA)(FO + OA) = —f?

En remplacant 'O par —f’ et FO par —f = f’ et en développant, les termes en f 2
se simplifient et on obtient :

ffOA’ — ffOA+ OA OA’ =0
Finalement on divise 'expression par f'OA OA’, pour trouver :

1 1 1

2.3 Complément : Relation de Lagrange - Helmholtz

Comme cela a été fait pour le miroir
sphérique, on peut établir une rela-
tion entre le grossissement (rapport
des angles avec et sans lentilles) et
le grandissement. On trace un rayon
issu de A qui fait un angle a avec
l'axe optique auquel correspond un

rayon faisant un angle @’ avec I'axe
et passant par A puisque A’ est
Iimage de A par la lentlle (Cf.

figure 11.11). Figure 11.11 Relation de
En prenant garde aux signes des Lagrange-Helmholtz d’une lentille.
angles et des distances algébriques,
on écrit :
OH p OH
tmmag = —=— et tana = —
OA oA’
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Construction

Dans les conditions de Gauss : tan @ ~ @ et tan @’ ~ &’ d’oti la relation de Lagrange-
Helmholtz :
aOA = o' OA' (11.7)
/
o
Sachant que le grossissement G est défini par G = — et que le grandissement est
a

AB  OA

Y = == = —, la relation de Lagrange-Helmholtz permet d’écrire :
AB OA
1
G=— (11.8)
Y
ou encore :
Gy=1 (11.9)

3. Construction

Pour résoudre un probléme d’optique géométrique, il est nécessaire de maitriser par-
faitement la construction des rayons lumineux. Comme cela a été fait pour les miroirs,
on va récapituler tous les cas possibles de construction d’image a partir d’objet et de
rayon émergent correspondant a un rayon incident.

3.1 Les régles de construction

On récapitule ici les regles de construction qui sont similaires a celles des miroirs :

un rayon passant par le centre optique n’est pas dévié;

2. un rayon incident paralléle a 'axe donne un rayon émergent (ou son prolon-
gement) qui passe par le foyer image ;

3. un rayon incident (ou son prolongement) passant par le foyer objet donne un
rayon émergent parallele a I'axe ;

4. deux rayons incidents paralleles donnent des rayons émergents qui, eux ou leurs
prolongements, se croisent dans le plan focal image ;

5. deux rayons incidents qui, eux ou leurs prolongements, se croisent dans le plan
focal objet donnent des rayons émergents paralléles entre eux.

On aura intérét a se réciter ces reégles a chaque fois que l'on fait une construction.

3.2 Construction d'une image correspondant a un objet

On utilise les trois premieres regles. Sur toutes les constructions, les données sont
représentées en gras alors que ce qui est obtenu par construction est représenté en trait
fin. Comme pour les miroirs, on encourage le lecteur a refaire toutes les constructions
en utilisant une feuille de papier calque pour partir des mémes données et pouvoir
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comparer les résultats. D’autre part, il est toujours plus clair, quand on peut le faire,
d’utiliser des couleurs différentes pour les diftérents rayons.

Il faut bien respecter les conventions : les objets et images virtuelles sont repré-
sentés en pointillés ainsi que les prolongements des rayons.

a) Lentille convergente

Les trois positions possibles pour I’objet sont :

1. réel avant F;

2. réel entre F et O;

3. wvirtuel apres O.

Les trois constructions sont données sur les figures 11.12, 11.13 et 11.14.

Sur la premieére construction (Cf. figure 11.12), on a tracé :

1. un rayon incident passant par B et paralléle a I'axe qui donne un rayon émergent
passant par F';

2. un rayon incident passant par B et par F qui donne un rayon émergent paralléle a
Iaxe;

3. un rayon incident passant par B et par O qui n’est pas dévié.

A

B H

B/

v

Figure 11.12 Construction de limage d'un objet réel situé avant le foyer objet par une
lentille convergente.

Les trois rayons émergents se croisent en B, I'image est donc réelle.
Sur la construction suivante (Cf. figure 11.13), on a tracé :

1. un rayon incident passant par B et paralléle a I'axe qui donne un rayon émergent
passant par F/,

2. un rayon incident passant par B et par F, qui donne un rayon émergent paralléle a
Iaxe,

3. un rayon incident passant par B et par O qui n’est pas dévié.
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Y

Figure 11.13 Construction de limage d'un objet réel situé entre le foyer objet et le
centre par une lentille convergente.

Les prolongements des trois rayons incidents se croisent en B', I'image est donc vir-
tuelle.

Sur la derniére construction (Cf. figure 11.14), on a tracé :

1. un rayon incident parallele a 'axe dont le prolongement passe en B qui donne un
rayon émergent passant par F/,

2. un rayon incident passant par F dont le prolongement passe en B qui donne un
rayon émergent parallele a I'axe,

3. un rayon incident passant par O et B qui n’est pas dévié.

Figure 11.14 Construction de limage d'un objet virtuel situé apres le centre par une
lentille convergente.

Les trois rayons émergents se croisent en B', 'image est donc réelle.
Les résultats sont les suivants :

. 4 . , 7 : 7 \ /
1. un objet réel avant F donne une image réelle, renversée, située apres F' ;

2. un objet réel entre F et O donne une image virtuelle, droite, plus grande, c’est le
cas de la loupe;;
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3. un objet virtuel aprés O donne une image réelle, plus petite, droite.
Dans le cas ou I'image est renversée par rapport a ’objet, le grandissement est négatif.

Attention a la construction dans le cas d’un objet virtuel. Il faut se souvenir que
cet objet est 'image formée par un autre instrument non représenté ici et que 'on
a placé la lentille avant cette image devenue un objet pour elle. Ce sont donc les
prolongements des rayons incidents qui doivent se croiser sur 'objet et non les rayons
émergents.

b) Lentille divergente

Les trois positions possibles pour I'objet sont :

1. réel avant O;

2. virtuel entre O et F;

3. virtuel apres F.

Les trois constructions sont données sur les figures 11.15, 11.16 et 11.17.
Sur la premiere construction (Cf. figure 11.15), on a tracé :

1. un rayon incident passant par B et paralléle a 'axe qui donne un rayon émergent
dont le prolongement passe par F/,

2. un rayon incident passant par B et dont le prolongement passe par F qui donne
un rayon émergent parallele a I'axe,

3. un rayon incident passant par B et par O qui n’est pas dévié.

A

Figure 11.15 Construction de limage d'un objet réel situé avant le centre par une
lentille divergente.

Les prolongements des trois rayons incidents se croisent en B’, I'image est donc vir-
tuelle.

Sur la construction suivante (Cf. figure 11.16) on a tracé :

1. un rayon incident paralléle a axe dont le prolongement passe par B qui donne un
rayon émergent dont le prolongement passe par I/,
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2. un rayon incident dont le prolongement passe par B et F qui donne un rayon
émergent paralléle a Paxe,

3. un rayon incident passant par O et B qui n’est pas dévié.

Yy
B/
. = -
- OA A -
A

Figure 11.16 Construction de l'image d'un objet virtuel situé entre le centre et le foyer
objet par une lentille divergente.

Les trois rayons émergents se croisent en B/, I'image est donc réelle.
Sur la derniére construction (Cf. figure 11.17), on a tracé :

1. un rayon incident paralléle a axe dont le prolongement passe par B qui donne un
rayon émergent dont le prolongement passe par I/,

2. un rayon incident dont le prolongement passe par B et F qui donne un rayon
émergent parallele a I'axe,

3. un rayon incident passant par O et B qui n’est pas dévié.

Y
e B
A F F
5 < O " A
g A

Figure 11.17 Construction de l'image d’un objet virtuel situé aprés le foyer objet par une
lentille divergente.

Les prolongements des trois rayons émergents se croisent en B', I'image est donc
virtuelle.
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Les résultats sont les suivants :
1. un objet réel avant O donne une image virtuelle, droite, plus petite ;
2. un objet virtuel entre O et F donne une image réelle, droite, plus grande ;

3. un objet virtuel aprés F donne une image virtuelle, renversée.

Une lentille divergente ne peut pas donner une image réelle d’un objet réel.

Pour effectuer une projection, on utilise donc une lentille convergente.

Dans le chapitre sur la focométrie, on donnera un moyen rapide de reconnaitre une
lentille convergente ou divergente.

» Remarque : Pour construire I'objet (appelé antécédent) correspondant a une image
donnée, on peut soit effectuer la construction a I'envers, soit utiliser le retour inverse de
la lumiere en considérant I'image comme objet. Il faut alors inverser le sens de la lumiére
et ne pas oublier d'inverser la position des foyers.

3.3 Construction d’'un rayon correspondant a un incident

Le rayon incident dont on cherche le rayon émergent est tracé en trait gras. On utilise
les regles 4 et 5. Les constructions ont été réalisées sur des figures différentes pour plus
de lisibilité. Dans tous les cas, on utilise le rayon passant par le centre optique qui est
facile a tracer.

Pour la lentille convergente :
1. Sur la figure 11.18, on a tracé un rayon paralléle au rayon incident et passant

par O. Ce rayon n’est pas dévié. Les deux rayons émergents se croisent en Fy,
intersection du plan focal image et de ce rayon passant par O.

2. Sur la figure 11.19, on a tracé un rayon incident passant par O et croisant le rayon
donné au point F;, foyer secondaire objet. Le rayon passant par O n’est pas dévié.
Les deux rayons émergent sont paralléles.

plan focal image

\ AF,

\ F
@) F

F,
plan focal objet
Figure 11.18 Utilisation d'un Figure 11.19 Utilisation d'un
foyer image secondaire. foyer objet secondaire.
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Pour la lentille divergente :

1. Sur la figure 11.20, on a tracé un rayon paralléle au rayon incident et passant par
O. Ce rayon n’est pas dévié. Les prolongements des deux rayons émergents se
croisent en F§, intersection du plan focal image et de ce rayon passant par O.

2. Sur la figure 11.21, on a tracé un rayon incident passant par O et dont le prolon-
gement croise le rayon donné au point F;, foyer secondaire objet. Le rayon passant
par O n’est pas dévié. Les deux rayons émergent sont paralleles.

plan focal image

F O
plan focal objet
Figure 11.20 Utilisation d'un Figure 11.21 Utilisation d'un
foyer image secondaire. foyer objet secondaire.

3.4 Lentille accolées

Lorsqu’on accole deux lentilles minces Ly et Ly, de centres optiques Op et O, et de
vergences 1] et I, on peut considérer que le systéme optique résultant est aussi une
lentille mince de centre optique O confondu avec O; et O,. Quelle est la vergence
I de cette lentille équivalente ?

Soit un objet A donnant une image A par la premiére lentille (Oy, 17). A; donne une
image A’ par la deuxiéme lentille (O,, 13). Si on applique les relations de conjugaison

de Descartes :
1 1 1 1

£}

—=—=1

et —— =
0,41 014 O,A"  OA44

Or puisque les lentilles sont minces et accolées, on peut confondre les centres
optiques : Oy = O, = O. En ajoutant les deux relations précédentes, on obtient :
1 1

_—::V1+V2
oA’ 0OA

On retrouve effectivement la relation de conjugaison d’une lentille mince de vergence
V="V + 1.

Cette relation n’est valable que pour des lentilles accolées. Deux lentilles non accolées ne
sont pas équivalentes a une lentille unigue.
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4. Quelques instruments d'optique

On va s’intéresser a trois instruments d’optique : le microscope, la lunette de Galilée
et la lunette astronomique. Des développements sur la constitution des lunettes se
trouvent dans le chapitre sur les instruments de travaux pratiques. On précise seule-
ment ici qu’un instrument est constitué de deux parties optiques :

o Dobjectif qui est du coté de I'objet;
e Doculaire qui est du coté de I'eeil.

D’autre part, comme ce sera vu aussi dans le chapitre sur les instruments de travaux
pratiques, pour qu'un ceil observe correctement sans se fatiguer, 'objet doit étre a
I'infini. Or I'objet pour I'ceil est 'image finale donnée par l'instrument. Il faut donc
retenir que I’image finale donnée par un instrument doit étre a ’infini.

Sur les figures, les échelles et proportions ne seront pas respectées.

4.1 Le microscope

Les valeurs numériques données sont des exemples, elles varient d’'un microscope a
lautre.

On modélise le microscope par deux lentilles minces. L’objectif est équivalent a une
lentille convergente L; de distance focale f/ = 5 mm et 'oculaire i une lentille
convergente L, de distance focale f/ = 2,5 cm. La distance entre le foyer image de
I'objectif F| et le foyer objet de 'oculaire F, est notée A et est égale 4 25 cm.

On note AB T’ objet observé, A; By 'image intermédiaire donnée par I'objectif servant
d’objet a I'oculaire et A’B’ I'image finale donnée par 'objectif (Cf. figure 11.22).

L1 L2

A

Figure 11.22 Microscope.

Puisque I'image finale est a I'infini, A;B; doit se trouver dans le plan focal objet de
I'oculaire :

objectif oculaire

AB —— A1(: FQ)B]
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Il s’agit tout d’abord de déterminer la position de I'objet AB par rapport a I'objectif.
Puisque A; = F, et que 'on connait la distance F|F, il est logique d’utiliser la
relation de Newton pour L :

F/F, FiA = —f*

Soit :

2
FiA = —flA
I1 est logique de trouver que I'objet A est avant le foyer objet de L; car on veut que
I'image A, soit réelle. Pour effectuer la construction, il faut chercher I'antécédent de
F, par Ly, ce qui a été réalisé sur la figure 11.22.

On obtient O1A par la loi de Chasles :

= —0,1 mm

O1A = OF, + FA= —f{ + F{A = —5,1 mm

Par fabrication du microscope, I'eeil se place au foyer image de oculaire. On peut
alors calculer le grossissement G qui est le rapport de I'angle @’ sous lequel I'objet
est vu a travers le microscope sur 'angle a sous lequel il est vu a 'ceil nu. Pour
déterminer les angles sur une construction, on a intérét a tracer les rayons
passant par les centres optiques, ce qui a été fait sur la figure 11.22. Comme on
a pris le sens horaire comme sens positif pour les angles, @’ est positif. On peut alors
écrire : __

tana’ ~ a' = @ = AiBy

B0, f

Il faut alors exprimer @’ en fonction de AB en utilisant les relations de grandissement
pour la lentille L :

_AB,  OH FO _ f
""TTAB T AB  FA FA
D’ou finalement : .,
o = ABN
FiAf,
I1 faut maintenant déterminer I'angle sous lequel .
AB est vu sans microscope (Cf. figure 11.23). A F,
L’angle @ est négatif et : l/OA/
— B
AB .
tana ~ a = Figure 11.23 Angle sous
AFé lequel on voit un objet sans

) , . , microscope.
puisque I'ceil est en F,. Or

AF, = AF, + FiF, + F\F> + F>F, = AF, + 2f] + A+ 2f;.
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Le grossissement est donc :

G=—=10222__¢2 (11.10)
F

On trouve un grandissement négatif car I'image sera vue renversée par rapport a
lobjet. En eftet, sans le microscope, les rayons issus de 'objet proviennent du bas,
alors qu’avec le microscope, ils semblent provenir du haut.

4.2 La lunette de Galilée

La lunette de Galilée est la lunette la plus simple qui permette d’observer des objets ter-
restres, ¢’est-a-dire sans les renverser. On modélise 'objectif par une lentille conver-
gente L; de distance focale f{ = 60 cm et 'oculaire par une lentille divergente L,
de distance focale f; = —5 cm. Les valeurs ci-dessus sont des exemples, elles peuvent
différer d’une lunette a I'autre.

Les objets observés sont a une distance grande devant la distance focale, on peut alors
les considérer a 'infini. Comme pour le microscope, I'image finale doit étre a U'infini.
L’objet et ’image étant a I’infini : on dit que la lunette est réglée a I’infini.
Il s’agit d’un systéme afocal. Puisque 'objet est a I'infini, 'image intermédiaire
est dans le plan focal image de L; et comme I'image finale est 4 I'infini, I'image
intermédiaire est dans le plan focal objet de L :

objectif oculaire
—_

A|(=F = F)B

11 faut donc disposer les lentilles de maniére a ce que F; = F, (Cf. figure 11.24).

L
o pé
F 1 O1 @

Figure 11.24 Lunette de Galilée.

Sur la figure, on a représenté un faisceau paralléle provenant de 'objet sous un angle
a et émergeant de la lunette sous un angle @’. Comme cela a été fait, on a toujours
intérét a représenter I'image intermédiaire car cela peut faciliter les calculs ultérieurs.
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On cherche a calculer le grossissement :

On utilise pour faire ce calcul I'image intermédiaire et les rayons passant par les centres
optiques :

BlA1 BlAl
fr—— et tana > o =
O F O F]

/ /
tana ~X a —

c_X_Oh _f_ (11.11)
a  OF f

Le grossissement est positif donc objet et image sont dans le méme sens.

4.3 La lunette astronomique

La lunette astronomique est aussi une lunette permettant d’observer des objets a tres
grandes distances (2 I'infini). On modélise 'objectif par une lentille convergente L;
de distance focale f{ = 60 cm et I'oculaire par une lentille convergente L, de distance
focale f; = 5 cm. Les valeurs ci-dessus sont des exemples, elles peuvent différer d'une
lunette a lautre.

F, O, a} y
By

Figure 11.25 Lunette astronomique.

Comme la lunette de Galilée, la lunette astronomique est réglée A I'infini et F{ = F»
(Cft. figure 11.25) et c’est un systeme afocal. La méthode de calcul du grandissement
est la méme :

/ A By A1 By

tana’:a = —=— et tana >~ a =
RO, O, F,
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Avec le sens trigonométrique choisi, @’ > 0 et @ < 0 donc :

G_a’_ O1F{_ fll
o RO, f

=12 (11.12)

Le grossissement est négatif, donc 'image est a I'envers. C’est pour cela qu’on ne se
sert pas de cette lunette pour observer des objets terrestres.

4.4 Conclusion

Il faut se rappeler qu’il est utile de tracer I'image intermédiaire ainsi que les rayons
passant par les centres optiques.

5. Projection d'image et aberrations

On va décrire dans ce paragraphe la méthode pour projeter correctement une image,
ainsi que quelques aberrations dues a l'utilisation de lentilles en dehors des conditions
de Gauss.

5.1 Projection d'image
a) Montage théorique : choix de la lentille

On dispose, par exemple, d'un banc d’optique de 1,5 m et d’un objet de 5 cm X 5 cm
(en fait souvent une diapositive 2,4 cm X 3,6 cm) ainsi que de deux lentilles conver-
gentes de distance focale f/ = 10 cm et f/ = 20 cm. On veut obtenir un grandissement
supérieur a 4 en valeur absolue : quelle lentille choisir?

On considére une lentille convergente de distance focale image f et de centre optique
O. Soit un objet A réel. On cherche la condition pour obtenir une image A’ réelle.
On note x = OA’ > 0 et D = AA’ > 0. La relation de conjugaison de Descartes
donne :

1 1 1 S — _
— —=—=- & (04— OA)f = 0OA OA
oA oA f

Or OA = OA’ + A'A soit :

¥ —xD+Df =0
On calcule le discriminant qui doit étre positif puisqu’on cherche des solutions réelles :
A=D*—4D=DD—-4)>0 = D=4 car D>0

Pour avoir une image réelle, il faut donc que D > 4f'.

Il faut donc, lors d’une projection, une distance supérieure a 4f" entre I'objet et
I’écran pour observer une image sur ’écran.
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On obtient alors deux solutions positives :

_ D=+ /D> —4Df’
N 2

OA’

Sachant que OA = OA’ — D, les deux couples objets-images sont donc :

— D+ +/D?*—4Df’ __ =D+ +/D?>—4Df’
OA' = OA = <0

0 et
> ~0 e >
et
___ D—DE—aDf _ _D— /D> —4Df
OA = . >0 et OA= : <0

Dans les deux cas, les grandissements sont négatifs et les images renversées. Dans le
premier cas, le grandissement y; est tel que :

= |OF _ DDA
"=\ A| T p_ /D2 —aDr

et dans le second cas :
OA’ _ D- D? — 4Df'

vl=157| = D+ /D% — 4D/’

Dans le cas présent, on dispose sur le banc d’une distance D = 1,5 m donc il faut
prendre une lentille de distance focale inférieure a 37,5 cm.

On souhaite un grandissement supérieur a 4 en valeur absolue, donc :

A/
==<—4
Y= oA
soit :
|OA’| > 4|OA|

sachant que OA > f’ pour avoir une image réelle, on en déduit A4’ > 5f" d’ou
f' < 30 cm . Les deux lentilles dont on dispose (f = 10 cm et f = 20 cm) vérifient
les conditions précédentes, alors laquelle choisir? De maniere a se placer dans les
conditions de Gauss, il faut avoir un faisceau le moins ouvert possible (petits angles
d’incidence sur la lentille) : on choisit donc la lentille la moins convergente c’est-a-
dire celle de focale 20 cm.

Si on réalise le montage avec les positions calculées d’apres la relation de conjugai-
son, on s’apercoit que I'image n’est pas trés lumineuse et que ’éclairement n’est pas
uniforme. Pour pallier ce probléme, il faut utiliser un condenseur.

Un condenseur est une lentille convergente (ou un ensemble de lentilles) de faible
focale permettant de concentrer les rayons de la source de lumiére vers 'objet pour
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qu’il soit plus lumineux (Cf. figure 11.26). Le miroir présent derriere 'ampoule sert
a renvoyer vers 'avant la lumiére émise vers Parriere.

SIS

sans condenseur avec condenseur

Figure 11.26 Utilisation d'un condenseur pour former une image.

b) Probléme de la distorsion

Lorsqu’on veut que les images projetées soient grandes, on peut étre géné par le fait
que la lentille de projection n’est plus utilisée rigoureusement dans les conditions de
Gauss et que I'aplanétisme approché n’est plus vérifié. Dans ce cas, 'image projetée
sur un écran ne peut étre simultanément nette au centre et sur les bords. D’autre
part on est souvent amené a utiliser un diaphragme pour controler I'éclairement. La
question est de savoir ou placer le diaphragme. La figure 11.27 propose trois positions
dans le cas de I'image d’une grille.

A
grille D1 D2 D3 écran

source

@

Yy
lentille

Figure 11.27 Différentes positions du diaphragme lors de la formation d'une image par
une lentille convergente.

On réalise I'image d’une grille sur un écran avec une lentille de focale f' = 12,5 cm.
On place un diaphragme aux trois positions proposées.
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Dans les positions (D1) et (D2) si le diaphragme est grand ouvert, 'image est 4 peu
pres correcte bien que floue sur les bords. Par contre, si le diaphragme est trés fermé,
I'image est bien sir moins lumineuse mais surtout on observe une déformation de
Iimage. Dans la position (D1) I'image de la grille est déformée en « barillet » (Cf.
figure 11.29) alors que dans la position (D2), I'image de la grille est déformée en
« coussinet » (Cf. figure 11.28). Si le diaphragme est disposé contre la lentille, la
distorsion n’apparait plus lorsqu’on le ferme.

image obtenue

image obtenue

image attendue image attendue
Figure 11.28 Déformation en Figure 11.29 Déformation en
coussinet. barillet.
A écran A diaphragme écran
diaphragme

Figure 11.30 Coussinet. Figure 11.31 Barillet.

Ceci est di au fait que lorsque le diaphragme est fermé, parmi les rayons qui forment
la partie extérieure de I'image, on sélectionne des rayons plus obliques, c’est-a-dire
qui passent plus sur les bords de la lentille. Or les bords de la lentille rabattent plus
les rayons vers I'axe d’ou les déformations observées sur les bords de I'image (il n’y
a plus aplanétisme car ces rayons ne vérifient pas 'approximation de Gauss). Dans le
cas du barillet, le rayon extérieur arrive sur I'écran plus prés de I'axe optique que le
rayon passant par le centre optique (Cf. figure 11.31) et c’est le contraire dans le cas
du coussinet (Cf. figure 11.30).
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Cela confirme que, pour utiliser une lentille dans les conditions de Gauss, il faut que
les rayons passent pres du centre optique.

D’autre part, on pourra vérifier sur un schéma que, pour que I'angle entre les rayons
et les faces de la lentille soit le plus petit possible, il faut placer le c6té plan d’une
lentille plan convexe du co6té ou le faisceau est le plus convergent donc placer le coté
plan de la lentille du c6té de 'objet ou de 'image le plus proche.

c) Montage correct pour effectuer une projection

On en déduit la méthode pour faire une projection correcte (Cf. figure 11.32) :
e faire par le condenseur 'image de la source sur la lentille ;

e tourner le coté plan de la lentille du c6té du faisceau le plus convergent ;

o placer 'objet de maniére a ce qu’il soit éclairé uniformément et totalement et que
son image soit nette sur I’écran ;

o placer le diaphragme contre la lentille et le fermer de maniére a avoir I'éclairement
souhaité.

condenseur lentille écran

source

objet diaphragme

Figure 11.32 Montage pratique pour la formation d’une image.

5.2 Quelques aberrations
a) Aberrations chromatiques

Elles sont dues au fait que l'indice n du verre des lentilles dépend de la longueur
d’onde A suivant la loi de Cauchy :

b
n=at (11.13)

ol a et b sont des constantes dépendant du matériau. Comme la distance focale f” est
fonction de l'indice, elle dépend aussi de la longueur d’onde.
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trou

condenseur source lentille  écran
A

source

Y

Figure 11.33 Dispersion de la lumiére par une lentille : aberrations chromatiques

Sil’on eftectue le montage de la figure 11.33, avec une source de lumieére blanche, on
observera en déplacant ’écran de gauche a droite d’abord I'image rouge puis I'image
bleue du trou source : il s’agit des aberrations longitudinales qui ont lieu le long de
laxe. Plus précisément, de gauche a droite, le faisceau sera rouge au centre et bleu
autour, puis bleu au centre et rouge autour comme le montrent les figures 11.34. On
parle d’aberrations latérales pour ce phénomene d’irisation. Pour éviter d’avoir des
images différentes suivant la couleur, on peut utiliser des lentilles dites achromatiques
qui sont formées de verre de différents indices de maniére a compenser les déviations
différentes suivant la couleur.

AN SNl
-

/ /
F bleu Frouge

rouge
bleu glgge

Figure 11.34 Aberrations chromatiques longitudinales et latérales d’une lentille
convergente.

b) Astigmatisme et aberration de coma

A partir du montage précédent, si 'on tourne légérement la lentille par rapport i
son axe (Cf. figure 11.35), on peut observer la déformation liée a 'astigmatisme :
on observe un trait horizontal au lieu de I'image ponctuelle du trou source puis en
éloignant ’écran de la lentille, on observe une image ayant la forme d’un disque puis
un trait vertical.
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aire de moindre
diffusion

trait vertical
\ L

trait horizontal

Lentille

Figure 11.35 Astigmatisme et aberration de coma.

Si on tourne fortement la lentille par rapport 4 son axe, on observe une tache avec
une « queue » : ¢’est 'aberration de coma.
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A. Applications directes du cours

D Image virtuelle avec une lentille
1. Déterminer les positions des objets ayant une image virtuelle par une lentille convergente.

2. Déterminer les positions des objets ayant une image virtuelle par une lentille divergente.

B Caractéristiques d’une lentille

Une lentille mince sphérique donne d’un objet réel situé a 60 cm avant son centre une image
droite réduite d’un facteur 5.

Déterminer par le calcul et par une construction géométrique la position de I'image et les
caractéristiques de la lentille.

B Utilisation d’une lentille divergente

Une lentille mince divergente a pour distance focale image f* = —30 cm.
1. Déterminer 'image d’un point A situé a 30 cm devant la lentille mince.

2. Si un objet AB dans le plan transverse en A a pour taille 1 mm, quelle est la taille de
P'image ?

D Question a choix multiple - Etendeur de faisceau, d’aprés ENAC 2003

Un étendeur de faisceau est constitué dans cet ordre de trois lentilles minces Ly convergente,
L, divergente et L convergente de centre O, O, et Oz et de distance focale fi, f> et f3.
On note A = 010, et § = O,0;. Ces distances A et § sont telles que le systéme donne
d’un faisceau cylindrique de rayon r; paralléle a 'axe optique un faisceau cylindrique de rayon
r3 > 1y parallele a axe optique.

1. Ce systeme est dit :
1. divergent
2. afocal
3. convergent
4. catadioptrique
2. Etablir une relation entre A, 8, fi, f> et f3.
1 1 T 1
" 0—fi A-A £
1 1 1
2. — = —
A-f fi=8 f
3 1 N T 1
o—fi A-p
1 1 1
4, ———— + = —
A-6 fi=f A
3. Exprimer le rapport 5
n
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&

e ()
n A \Hs—A
2 24 (5)
n A \fi—96
5 B é@ﬂ)
.71 f1 3—f1
-4
n A\S—£

-

4. En déduire la valeur de A en fonction de fi, f3, f3, 11 et r3.

1. A:ﬁ+f2<1 '3f1>

2. A=f+1 <1+%>
3. A:f]+f3<1+%>
4. A:ﬁ+ﬁ<1+%>
5. Méme question pour 8.
1. 6=f+f <1+%>
2. 5:f2+f3,<1+%>
3.6 ﬂ+ﬁ<1212>

4. 5:f1+f2<1+%>

B Distance hyperfocale, d’aprés Centrale TSI 2006

On modélise I'objectif d’un appareil photo par une lentille convergente L, de centre O et de
distance focale image f’.

1. Lorsque I'appareil est mis au point a I'infini (objet a 'infini), ou doit-on placer la pellicule ?

2. On considére un point objet A a distance d4 devant la lentille. La pellicule est dans la
position de la question (1).
a) Exprimer la position OA’ de I'image A" de A.
b) On note Dy le diametre utile de la lentille (diameétre du faisceau au niveau de la lentille)
et Dy le diameétre de la tache du faisceau sur la pellicule. Montrer que :

U

Dy = DLf—
da
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c) La pellicule est formée de grains de diamétre € '. Une image sera nette tant que 'image
du point A aura un diametre inférieur ou égal i €.

Calculer la distance d4 minimale (appelée distance hyperfocale) qui donnera une image nette
sur la pellicule. Application numérique pour f/ = 3,0 cm; Dy = 2 mm et € = 20 um

B Doublet de Huygens

Soient deux lentilles minces £ et £, de foyers images respectivement F| et F5, de foyers
objets respectivement Fy et F,, de distances focales respectives f] = 3a et f; = a et telles que

leurs centres respectifs O; et O, vérifient O; O, = ¢ = 2a. On notera A = F|F,.

1. Déterminer graphiquement la position du foyer image F’ du systéme optique formé par
Ly puis L5.

2. Retrouver ce résultat par un calcul en déterminant 'expression de FjF'.

3. Déterminer graphiquement la position du foyer objet F du systéme optique formé par L;
puis L,.

4. Retrouver ce résultat par un calcul en déterminant 'expression de Fi F.

D Lentilles et systéme afocal, d’aprés ENAC 2005

1. On dispose un objet AgBy orthogonalement a I'axe optique d’une lentille divergente £
de distance focale f{ = —20 cm. Ot doit se trouver I'objet par rapport a la lentille pour que le
grandissement transversal soit égala 0,5°?

2. Quelle est alors la position de I'image A1 B; ?

3. On place aprés la lentille £ un viseur constitué d’une lentille convergente £, de méme axe
optique et de distance focale f; = 40 cm. On dispose également un écran perpendiculairement
i I'axe optique 3 une distance O,E = 80 cm du centre du viseur. Calculer la distance O; O,
entre les deux lentilles pour qu’on obtienne une image sur I’écran de I'objet initial.

4. On souhaite utiliser le dispositif précédent pour transformer un faisceau cylindrique de
rayons paralleles a 'axe optique et de diametre d en un faisceau cylindrique de rayons paralléles
al'axe optique et de diametre D. Calculer la distance O; O, entre les deux lentilles pour obtenir
un tel résultat.

5. Calculer dans ce cas le rapport entre les deux diametres T

B. Exercices et problémes

D Appareil photographique, macrophotographie et téléobjectif

On peut modéliser un appareil photographique par une lentille mince de distance focale
f' =100 mm. La mise au point s’effectue en déplacant la lentille par rapport a la pellicule.

"Dans le cas d’un appareil ou numérique avec un capteur C.C.D., € est la taille d’un pixel (Picture
Element)
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1. Dans quel intervalle de distances a la pellicule doit-on placer I’objectif pour avoir des images
nettes d’objets situés entre 1,4 m et 'infini de cet objectif?

2. Construire 'image A'B’ d’un objet AB.

3. Calculer le grandissement pour la photographie d’une tour de 60 m de haut située a 3,0 km
ainsi que pour la photographie d’un objet mesurant 1 m a 1,4 m de 'objectif.
4. Macrophotographie.

On place une lentille L; de distance focale f/ = 0,333 m 4 5,0 cm devant U'objectif (id est la
premiere lentille).

a) En conservant la course de I'objectif, ou sont situés les objets dont ce nouveau dispositif
donne des images nettes ?
b) Calculer le grandissement pour un objet de 1,0 m situé a 30 cm de L.

c) En déduire 'intérét de la deuxieme lentille.

5. Téléobjectif.
On place une lentille L, de distance focale f; = —25 mm accolée i la premicére et une lentille
L de distance focale f{ = 100 mm a 75 mm des deux autres.

a) En conservant la course de I'objectif, ou se trouvent les objets dont ce nouveau dispositif
donne des images nettes ?

b) Calculer le grandissement de la tour de 60 m située a 3,0 km.

c) En déduire I'intérét d’un tel objectif.

D Doubleur de focale, d’aprés CCP DEUG 2004

On modélise I'objectif d’'un appareil photographique par une lentille convergente dont la
distance focale est f{ = 50 mm. La pellicule se trouve sur un écran plan fixe perpendiculaire
a laxe optique de I'objectif. La mise au point s’obtient en déplagant I'objectif par rapport i la
pellicule sur une distance d variable et ne dépassant par d,,,, = 100 mm. On s’intéresse a la
photographie d’un objet distant de D = 50 m de la pellicule et d’une hauteur h = 2,0 m.

1. Montrer que la relation de conjugaison permet d’établir une relation entre d, D et f{ qu’on
mettra sous la forme d’une équation du second degré en d.

2. Calculer alors la valeur prise par d dans le cas envisagé en tenant compte des contraintes
pour l'objectif. On fera application numérique.

3. Déterminer le grandissement et donner sa valeur numérique.
4. En déduire la taille /' de I'image sur la pellicule et donner sa valeur numérique.

5. On place maintenant entre I'objectif et la pellicule un doubleur de focale assimilable & une
lentille divergente de distance focale ff = —40 mm a une distance d» = 40 mm de la pellicule.
La distance d’ entre 'objectif et la pellicule peut maintenant atteindre d/, . = 120 mm. On
note AB 'objet A photographier, A’B’ son image par I'objectif seul et A”B” I'image finale
(formée par I'objectif et le doubleur de focale). A”B” étant sur la pellicule, établir 'expression
de dy, distance entre A’B’ et la pellicule. On fera une détermination par le calcul.

6. Méme question par une résolution graphique.
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7. Calculer le grandissement 7y, apporté par le doubleur de focale. Donner sa valeur numé-
rique.

8. L'objet AB étant a une distance D de la pellicule, déterminer la distance d’ correspondant
a une mise au point correcte. Donner la valeur numérique.

9. Calculer la nouvelle hauteur /" de I'image sur la pellicule. Donner la valeur numérique.

10. Déduire de tous ces résultats la signification du terme “doubleur de focale”.

E)  Optique de P'ceil, d’aprés I.C.N.A. 2006

Le cristallin de P'ceil est assimilable a une lentille mince de centre optique O, dont la vergence
I/ est variable. L’espace objet est I'air d’indice ny = 1, et on supposera que I'indice de I'espace
image est aussi ny = 1 (en réalité c’est un milieu assimilable a de I'eau, d’indice n; = 4/3).
L’image se forme sur la rétine, qui dans la réalité est a la distance d,zy = 15 mm de O mais que
I’'on considérera a d = 11 mm en raison de la différence entre n et ny.

1. Un observateur doté d’une vision "normale" regarde un objet AB placé a 1 m devant lui,
et tel que AB = 10 cm.

a) Préciser si I'image est réelle ou virtuelle, droite ou renversée.

A'B

b) On note A'B’ I'image de AB sur la rétine. Calculer le grandissement y = =5’ et en

déduire la taille de I'image A’B'.

c) Calculer la vergence 1 du systéme.

2. L'observateur regarde maintenant un objet placé a 25 cm devant lui.
a) Préciser si I'image est réelle ou virtuelle, droite ou renversée.

b) Calculer la variation de la vergence par rapport a celle de la question (c) ainsi que la taille
de 'image.

3. On s’intéresse maintenant a un individu myope, qui posséde donc un cristallin trop
convergent. Lorsqu’il regarde a l'infini, I'image se forme a 0,5 mm en avant de la rétine
(située a d = 11 mm de O). Pour corriger ce probléme, cette personne est dotée de lunettes
dont chaque verre est assimilé & une lentille mince de vergence I’ constante et de centre
optique O, placé a £ = 2 cm de O.

a) Calculer la vergence I/’ des verres de lunettes.

b) Lindividu observe un objet situé a3 1 m devant lui. Calculer la position de I'image inter-
médiaire ainsi que le grandissement de 'ensemble (lunette-cristallin).
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D Etude d’une lunette astronomique, d’aprés ENSTIM 2004

Une lunette astronomique est schématisée par deux lentilles minces convergentes de méme
axe optique A :

* P'une L; (objectif) de distance focale image f{ = TF{;

* Tautre L, (oculaire) de distance focale image f = O,Fj.

On rappelle qu’un ceil normal voit un objet sans accommoder si celui-ci est placé a infini.
On souhaite observer la planéte Mars qui est vue a I'ceil nu sous un diameétre apparent a.
1. Pour observer la planéte avec la lunette, on forme un systeme afocal.

a) Que cela signifie-t-il ? En déduire la position relative des deux lentilles.

b) Faire le schéma de la lunette pour f{ = 5f;.

Dessiner sur ce schéma la marche a travers la lunette d’un faisceau lumineux (non paralléle a
l'axe) formé de rayons issus de 'astre. On appelle A’B’ I'image intermédiaire.

c) On souhaite photographier cette planéte. Ou faut-il placer la pellicule ?
2. On note &, 'angle que forment les rayons émergents extrémes en sortie de la lunette.

a) L’image est-elle droite ou renversée ?

., . / . .
b) La lunette est caractérisée par son grossissement G = < . Exprimer G en fonction de f/
etfy.

c) Le principal défaut d’une lentille est appelé défaut d’aberrations chromatiques : expliquer
brievement l'origine de ce défaut et ses conséquences. Pour quelle raison un miroir n’a-t-il
pas ce défaut?

3. On veut augmenter le grossissement de cette lunette et redresser 'image. Pour cela, on

interpose entre Ly et Ly, une lentille convergente L; de distance focale image fj = OsFj.
Loculaire L, est déplacé pour avoir de la planete une image nette a 'infini a travers le nouvel
ensemble optique.

a) Quel couple de points doit conjuguer Lz pour qu’il en soit ainsi ?

b) On appelle 3, le grandissement de la lentille L. En déduire OsF; en fonction de £ et
Y3 -

c) Faire un schéma (On placera O; entre F| et F, et on appellera A’B’ la premiére image
intermédiaire et A”B”, la seconde image intermédiaire).

d) En déduire le nouveau grossissement G’ en fonction de G et y; . Comparer G’ 3 G en
signe et valeur absolue.

1)  Laloupe, d’aprés ENM Saint-Cyr 1994
Dans tout le probléme on s’intéresse a des systémes centrés.

Un observateur emmétrope, c’est a dire ayant un ceil normal peut voir distinctement de I'infini
a une distance minimale d,,. On dit que 'observateur accommode si I'objet qu’il observe n’est
pas a I'infini.

276



Cet observateur regarde a el nu un tout petit objet plan que 'on assimilera 3 un segment
AB de longueur £, perpendiculaire a 'axe optique.

1. Déterminer a,,, 'angle maximal sous lequel 'objet peut-étre vu.

2. Lobservateur regarde AB a travers une lentille mince convergente de distance focale f' et
de centre O (loupe). Son ceil est situé a une distance a de la loupe (a < d,,).

a) Déterminer les positions de 'objet rendant possible 'observation d’une image nette par
Pobservateur emmétrope. Faire une construction géométrique de I'image. L'image est-elle
droite ou renversée ?

b) Pour quelle position de I'objet, I'observation se fait-elle sans accommodation ? Exprimer
Pangle a sous lequel I'ceil voit I'image. Application numérique : que vaut le grossissement
commercial de la loupe G = a/a,,? On donne d,, = 0,25 m et f' = 50 mm .

B Principe du viseur, d’aprés ENM Saint-Cyr 1994
Ce probléme est la suite du probléme 5. qui doit étre traitée auparavant.

Un viseur est constitué d’un objectif et d’un oculaire de méme axe optique (Ox). On assimilera
I’objectif A une lentille mince convergente L; de centre O et de distance focale f; et 'oculaire
A une lentille mince convergente L, de centre O, et de distance focale f;. On pose O;O = D
et OO, = d (les distances D et d sont positives et réglables). Dans un plan transverse, est disposé
en O une croix appelée réticule, constituée de deux traits fins perpendiculaires. L'observateur
place son ceil a une distance a derriere 'oculaire (a < d,,).

1. Quel est l'intervalle des valeurs de d permettant a 'observateur de voir le réticule net a
travers 'oculaire ? Ou doit-on placer le réticule pour I'observer sans accommodation? On
effectuera les constructions dans les deux cas extrémes de d.

2. Le réglage précédent est supposé réalisé. On souhaite observer a travers le viseur, un objet
A situé sur I'axe optique a Pabscisse x = OA. L'image intermédiaire doit se trouver dans le
plan du réticule.

a) Montrer que x < —4f/
b) Déterminer 'expression de D en fonction de x.
c) En déduire la plage de réglage de la distance D que le constructeur doit prévoir.

3. a) Un observateur myope souhaite utiliser le viseur sans ses verres correcteurs pour obser-
ver un objet A situé a l'infini, dans les conditions définies précédemment. Sachant que sa
distance maximale de vision distincte est 8, calculer les valeurs des réglages qu’il doit effectuer.

b) En supposant que tous les utilisateur du viseur, qu’ils soient myopes ou hypermétropes,
ont des verres correcteurs de vergence comprise entre —8 0 et 8 J, déterminer la position de
I'objet que I'ceil peut voir sans accommoder et sans verres (on supposera lors de leur utilisation
que les verres correcteurs sont accolés a I'ceil).

REMARQUE : une fois corrigés, les yeux sont supposés emmétropes.

Déterminer la plage de réglage de I'oculaire a prévoir pour que le viseur soit utilisable par tous
sans verres correcteurs. Données : a = 0 et f; = 2 cm.
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Instruments de Travaux
1 2 Pratiques

1. L'eil
Avant d’étudier les instruments utilisés en travaux pratiques, il est nécessaire d’avoir

quelques connaissances sur le fonctionnement et la modélisation de I'ceil. Il n’est pas
question ici d’aborder des notions de biologie mais plutdt d’étudier 'optique de I'eeil.

1.1 Description

Une coupe de I'ceil est présentée sur la figure 12.1.

iris

cornée

vitreux

pupille i
cristallin optique

Figure 12.1 Structure de l'eeil.

e L'iris (partie colorée) est percé de la pupille dont le diametre est variable (de 2 a
8 mm) et qui joue le role de diaphragme c’est-a-dire qui limite U'intensité lumineuse
pénétrant dans 1’ceil.

o Le cristallin est un muscle assimilable a une lentille mince biconvexe dont la dis-
tance focale est variable selon sa contraction. Il donne d’un objet une image ren-
versée sur la rétine.

e La rétine est constituée de cellules sensibles a la lumiere (les cones et les batonnets).
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L’ ceil

e La fovéa est une petite dépression non située sur 'axe optique et entourée de la
macula (tache jaune) sur laquelle on observe au mieux les petits détails de 'image.
Drailleurs, les astronomes amateurs savent que pour observer des objets de faible
intensité a 'ceil nu il ne faut pas les regarder de face mais légérement de coté.

e Le corps vitreux est formé d’un substance gélatineuse d’indice de réfraction
n=1,336.

e [’ensemble rétine-nerf optique code 'image sous forme d’influx nerveux et I'en-
voie au cerveau par l'intermédiaire du nerf optique. Le cerveau interprete le mes-
sage (retournement de I'image, correction de la distorsion, vision stéréoscopique,
c’est-a-dire impression de relief par combinaison des informations provenant des
deux yeux). En ce qui concerne la vision stéréoscopique, on peut douter de 1'uti-
lité des deux yeux car lorsqu’on se cache un ceil, on a toujours 'impression de
voir les objets en relief. Cela vient de la mémoire que 'on a des objets. Si on ne
possédait qu'un ceil, on ne pourrait voir en relief.

L’ensemble de I'ceil sera modélisé par une lentille mince convergente formant une
image sur la rétine modélisée par un écran. Il faut étre conscient que ceci est une
approximation.

1.2 Caractéristiques

On imagine un cdne partant de la pupille tel que tout objet se trouvant dans ce cone
pourra avoir une image nette sur la rétine. On appelle champ angulaire 'angle de ce
cone de vision. Le champ angulaire a une valeur importante (40 a 50°), cependant la
zone de perception des détails est beaucoup plus réduite (1°), car 'image doit alors se
former sur la fovéa.

L’ceil ne distingue deux détails différents de l'objet que si leur image se forme
sur deux cellules différentes de la rétine (Cf. le grain d’une pellicule photo).
Dans de bonnes conditions d’éclairement (ni trop sombre, ni trop lumineux), I’ceil
distingue des détails d’environ 1’ d’arc, soit 3.10™* rad. Cette valeur constitue la limite
de résolution ou pouvoir séparateur de I’ceil. La résolution pratique dépend fortement des
conditions d’éclairement et du contraste si bien que la limite précédente est rarement
atteinte.

L’eil ne peut voir une image nette que si elle se forme sur la rétine. Un ceil au
repos (cristallin non contracté) voit a une distance maximale D,,. Le point situé a
cette distance porte le nom de Punctum Remotum noté P.R. Pour voir des objets
plus proches, le cristallin doit se contracter pour étre plus convergent (sa vergence
augmente), on dit que 1'ceil accommode. Le point le plus proche que peut voir net un
il est appelé Punctum Proximum noté P.P. Il correspond a la distance minimale de
mise au point. La zone située entre le P.P. et le P.R. est appelé champ en profondeur de
Peeil.
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Pour un ceil normal, le P.R. est a l'infini et le P.P. A environ 25 ¢cm pour un adulte.
Le P.P. est plus proche pour un enfant, c’est pour cela que souvent les enfants lisent
avec « le nez sur leur livre ».

Cristallin Rétine Cristallin Rétine
\ f / \ f/
—
/
\\ F/ . \F _
\
v v
Figure 12.2 Formation de Figure 12.3 Formation de
image d’un objet au P.R. 'image d'un objet au P.P.

Les figures 12.2 et 12.3 représentent respectivement la formation de I'image d’un
objet au P.R. et au P.P.

1.3 Les défauts de Uil

Un ceil normal est dit emmétrope. Voici quelques défauts principaux des yeux couram-
ment rencontrés.

a) La myopie

Un ceil myope posseéde un cristallin trop convergent. Par conséquent, le P.P. est plus
proche que pour I'ceil normal et le P.R. n’est plus a I'infini. On s’apercoit sur la
figure 12.4 que I'image d’un objet ponctuel i l'infini se forme avant la rétine et
I'observateur ne voit qu’une tache floue (le myope sans ses lunettes voit flou de loin).

Il faut rendre I'ceil moins convergent donc la correction se fait par I'utilisation d’une
lentille divergente.

Y L. Cristallin Rétine
Cristallin Rétine
A f/
PR R/
/
5 > —>
F/
Y
Figure 12.4 Vision d'un objet a Figure 12.5 Position du P.R. pour un
L'infini pour un ceil myope. ceil myope.

Pourquoi voit-on les yeux d’un myope plus petits derriére ses lunettes que sans ses
lunettes ? L’ceil du myope joue alors le role d’objet réel pour la lentille de la lunette.
Sil'on se réfeére a la construction de la figure 11.15 du paragraphe sur les lentilles, on
s’apercoit que dans ce cas, I'image est virtuelle et plus petite, ce que 'on observe.
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L’ ceil

La figure 12.5 montre comment on détermine la position du P.R. d’'un myope. On
cherche I'antécédent d’une image R’ se formant sur la rétine dans le cas de I'ceil au
repos. Pour cela on cherche le rayon incident croisant 'axe dont le rayon émergent
arrive en R’. On trace le rayon paralléle passant par le centre optique, les deux rayons
se croisent dans le plan focal image.

b) L’hypermétropie

Un ceil hypermétrope posseéde un cristallin pas assez convergent. L’ceil doit donc accom-
moder pour voir a 'infini sinon I'image se forme derriere la rétine (Cf. figure 12.6) et
I'observateur observe une tache floue. Le P.P. est plus éloigné que pour I'ceil normal.
Il faut rendre I'ceil plus convergent donc la correction se fait par l'utilisation d’une
lentille convergente.

Au contraire des myopes, pourquoi voit-on les yeux des hypermétropes plus grands
derriere leurs lunettes que sans leurs lunettes ? Le raisonnement est semblable au pré-
cédent mais il faut se référer a la construction de la figure 11.13 du paragraphe sur
les lentilles. C’est le cas de la loupe : I'image est virtuelle et plus grande, ce que 'on
observe.

Cristallin Rétine o o
Cristallin  Rétine

f

F l N =7
Figure 12.6 Vision d’un objet a Figure 12.7 Position du P.R. d'un
Uinfini pour un ceil hypermétrope. ceil hypermétrope.

Comme pour le myope, on peut déterminer la position du P.R. de '’hypermétrope
(Cf. figure 12.7). 1l se trouve derriére I'ceil, ce qui fait dire qu'un hypermétrope
« peut voir derriére lui sans se retourner ». C’est bien str faux, la construction montre
seulement qu’un faisceau qui convergerait au P.R. donne une image nette sur la
rétine.

c) L'astigmatisme

L’ceil astigmate ne posseéde pas la symétrie de révolution. La correction se fait par des
lentilles non sphériques. On peut simuler un ceil astigmate en inclinant une lentille
par rapport a I'axe optique. Cette expérience a été décrite dans le paragraphe sur les
aberrations.

d) La presbytie

L’ceil presbyte a des difficultés a accommoder. C’est un probléeme qui est di au vieillis-
sement, le cristallin perdant progressivement sa plasticité. Les objets proches sont
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moins bien vus et surtout le champ en profondeur diminue. La correction se fait
soit avec des verres multifocaux (une correction pour la vision de loin et une cor-
rection pour la vision de pres), soit avec des verres progressifs (c’est-a-dire de focale
variable selon la distance ceil-objet).

2. Sources de lumiere

Avant d’étudier plus en détail les instruments de travaux pratiques, il faut avoir
quelques informations sur les sources de lumiéres qu’on utilise. C’est le but de ce
paragraphe.

2.1 Dispositif expérimental de visualisation des spectres par projection

Une lumiere contient en général
des radiations de longueurs d’onde
diftérentes. On peut décomposer la
lumiére en la faisant passer a travers prisme bleu

écran

un systeme dispersif, par exemple un rouge
prisme. En effet, en raison de la loi de
Cauchy citée dans le paragraphe sur
les aberrations des lentilles, le prisme
dévie la lumiere plus ou moins en

source

fonction de la longueur d’onde : le Figure 12.8 Dispersion de la lumiére
bleu est plus dévié que le rouge. blanche par un prisme.
La figure obtenue est appelée spectre.

Dans le montage proposé sur la figure 12.8, on réalise 'image d’une fente sur I’écran,
a l'aide d’une lentille convergente. En l'absence de prisme, on obtiendrait sur ’écran
une image unique de la fente, de la couleur de la source. Le prisme décompose la
lumiere et donne une image de la fente pour chaque couleur présente dans la lumiére
émise par la source.

2.2 Source de lumiére blanche

\

Il s’agit des lampes a incandescence. Un filament de tungsténe chaufté émet une onde
électromagnétique dont une partie importante se trouve dans le spectre visible. On
parle de rayonnement thermique. Le spectre d’émission est continu (a opposer aux
spectres de raies des sources présentées ultérieurement). En fait, la lumiére n’est pas
parfaitement blanche (bien qu’elle le paraisse) c’est-a-dire que toutes les longueurs
d’ondes ne sont pas émises avec la méme intensité. La longueur d’onde A, du maxi-
mum d’émission peut étre obtenue approximativement par la loi de Wien (Cf. pro-
gramme de deuxieme année MP) :

Amax T =2,987 - 107° K.m = 2987 um.K (12.1)

ou T est la température du corps exprimée en kelvins.
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Sources de lumiére

On distingue deux types de lampes :
e les lampes classiques,
e les lampes halogenes.

Dans le cas des lampes classiques, la température du filament est de 2900 K. L’atmo-
sphere dans laquelle baigne le filament est neutre (par exemple du krypton). D’aprés
la relation (12.1), le maximum d’émission est dans 'infrarouge. Beaucoup d’énergie
est perdue sous forme de chaleur (rayonnée dans I'infrarouge) et la lumiére apparait
plutdt jaune. Le rendement d’une telle lampe est donc faible.

Pour translater le maximum d’émission de I'infrarouge au visible et le rapprocher du
maximum d’émission solaire (0,56 um), il faut, d’apres la loi de Wien (12.1), aug-
menter la température du filament. Mais dans ce cas, le tungsténe se sublime (passage
de D'état solide a I’état gazeux), de nombreux atomes de tungsténe sont perdus par le
filament et ont tendance a se déposer sur la paroi de 'ampoule et le filament finit par
casser rapidement.

Aussi, dans le cas des lampes halogeénes, 'atmosphére dans laquelle baigne le filament
n’est pas inerte (en général de liode). Le tungstene vaporisé se combine alors avec
l'iode puis se redépose sur le filament et le régéneére. La température pouvant étre
atteinte par 'ampoule est supérieure a la précédente, 'enveloppe en verre doit alors
étre remplacée par du quartz (plus résistant a la chaleur) : on parle d’ampoule quartz-
iode.

2.3 Lampes spectrales (tube a décharge)

Les électrons d’un atome ne peuvent se trouver dans un état d’énergie quelconque.
Les niveaux d’énergie sont quantifiés (Cf. figure 12.9).

A Téquilibre, les électrons se trouvent

dans une configuration telle que I'éner-

hy ® E;
gie de l'atome est minimale, appe- o
ny . . Excitation
lée état fondamental. Si on communique AE
de Dénergie 4 un gaz, par exemple Désexcitation

sous forme électrique dans un tube a - e E,
décharge, les atomes du gaz passent a
un état d’énergie supérieure, appelé état
excité. Cet état n’est cependant pas stable,
et I'atome revient spontanément a I’état fondamental en rendant I’énergie excéden-
taire sous forme de lumiére (émission d’un photon). C’est ce qu’on appelle 1'émission
spontanée. Si on utilise les notations suivantes :

Figure 12.9 Principe de ['émission
spontanée.

e [ : énergie du niveau fondamental,
e E; : énergie du niveau excité,
e /i : constante de Planck (h = 6,6261073* J.s),
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e v : fréquence du photon émis,
on a la relation suivante :
AE=E —Ey=hv (12.2)
On obtient un spectre de raies (non continu), caractéristique du gaz.
Par exemple :
e Hydrogene : série de Balmer (voir cours de chimie) ;
e Sodium : principalement doublet jaune a 589,0 et 589,6 nm ;

e Mercure : raies les plus visibles :
o rouge : 623,4 nm

o doublet jaune : 579,1 et 577,0 nm
o vert: 546,1 nm

o bleu: 435,8 nm

o violet : 404,7 nm

e Cadmium : raies les plus visibles :
o rouge : 643,8 nm

o vert: 508,6 nm

o bleu: 480,0 nm

2.4 Laser

Il s’agit de 'abréviation de Light Amplifier by Stimulated Emission of Radiation (amplifi-
cateur de lumiére par émission stimulée). On a parlé précédemment d’émission spon-
tanée ; il est possible aussi de provoquer une émission par une onde incidente rencon-
trant les atomes : on parle d’émission stimulée. Dans ce cas, la longueur d’onde émise
est celle de 'onde incidente. On obtient une lumiére quasi monochromatique,
ce qui n’est pas le cas de I’émission spontanée. D’autre part, on utilise des systémes
optiques tels que le faisceau obtenu soit tres peu divergent.

Le principe du laser a gaz est le suivant :

On  fabrique une cavité  afocale Tube contenant le gaz
(Cf. figure 12.10) a I'aide de deux miroirs l
sphériques, dont les foyers sont confondus,
et entourant un tube a décharge. Grace F
a4 ce systétme, un rayon revient sur

—

lui-méme aprés quatre réflexions et
stimule I’émission du gaz. L’un des miroirs
est légérement transparent pour qu’une
partie de la lumiére puisse sortir de la

Figure 12.10 Cavité laser.

cavité et étre utilisée.
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Loupes et oculaires

Les lasers a gaz les plus courants sont les lasers Hélium-Néon dont la longueur d’onde
est 632,8 nm soit une émission dans le rouge mais il en existe des verts, jaunes et
oranges. On rencontre aussi d’autres types de lasers : a colorant (toutes couleurs),
diodes laser (solide), etc., utilisés par exemple dans les lecteurs de disques compacts.

3. Loupes et oculaires

On raisonne dans toute la suite avec I’ceil emmeétrope.

3.1 La loupe

Plus on approche un objet du P.P. de 'ceil, plus ce dernier se fatigue rapidement. Or,
pour pouvoir observer les détails d’un objet, il est nécessaire de placer cet objet au
P.P. D’autre part, il a été vu que le pouvoir de résolution angulaire de I’ceil moyen est
au maximum de 3.10™* rad, ce qui permet d’observer au mieux des détails d’environ
1/10 de mm a 30 cm dans des conditions idéales d’éclairement.

Pour observer des détails plus petits ou

pour éviter de fatiguer I’ceil rapidement,

il est nécessaire d’utiliser un instrument .
grossissant. Le plus simple est de prendre
une lentille convergente et de placer
lobjet entre le foyer objet et la len-
tille. Dans ce cas, comme le montre

la figure 12.11, on obtient une image \
virtuelle droite plus grande que I'ob-

jet. Si 'on place I'ceil au foyer image
de la lentille, on se rend compte sur la
figure 12.11 que si on déplace l'objet
I'image sera toujours observée sous le
méme angle .

Figure 12.11 Image par une loupe.

3.2 L'oculaire

Chacun a pu cependant se rendre compte, en utilisant une loupe, que le champ
d’observation est assez limité et que I'image est fortement distordue sur les bords.
Ainsi, pour les instruments d’optique plus sophistiqués, on a recours a un oculaire qui
est formé de plusieurs lentilles (souvent deux). Parmi les oculaires a deux lentilles (L;
de centre Oy et de distance focale image f/ et L, de centre O, et de distance focale
image f3) les plus couramment utilisés, on peut citer :

fi_ 00 _f

e l'oculaire de Ramsden avec = = ;
3 2 3

0,0
e ['oculaire d’Huygens avec 51 =212 =f.

2
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L’oculaire d’'Huygens a un foyer objet virtuel situé entre les deux lentilles alors que
celui de I'oculaire de Ramsden est réel (avant la premiere lentille).

L’oculaire permet d’obtenir une qualité d’image meilleure qu’avec une seule len-
tille. L’association de plusieurs lentilles permet d’atténuer les aberrations chromatiques,
d’obtenir une distorsion plus faible et un champ plus grand.

Comme son nom l'indique, dans un instrument d’optique, I’oculaire est la partie
de P’instrument qui est du c6té de I’eeil tandis que I’objectif est du coté de
I’objet que I’on veut observer. Ainsi I'oculaire est le dernier systeme optique que
rencontrent les rayons avant de pénétrer dans ’ceil. On étudiera plus en détails dans un
paragraphe ultérieur I'instrument en entier mais il est utile de préciser dés maintenant
que Pobjectif donne de I'objet observé une image intermédiaire qui, elle, sert d’objet
pour 'oculaire.

La premiere lentille de I'oculaire (du
coté de l'objectif) est appelée lentille ou

verre de champ alors que la derniere len- , ) !
tille (du coté de 'ceil ) est appelée lentille |4 . Fy A J
ou verre d’ceil. On nomme F,; le foyer Fo. F F;

objet de la lentille d’ceil et F,. le foyer
objet de l'oculaire complet. Un objet
AB placé dans le plan focal objet de
l'oculaire aura une image finale a 'infini verre de champ verre d’ceil
de méme qu’un objet placé dans le plan
focal de la lentille d’ceil. D’autre part,
comme le montre le schéma de la figure 12.12 réalisé avec deux lentilles, 'image
intermédiaire A’B’ de AB se trouve dans le plan focal objet de la lentille d’ceil puisque
I'image finale est a 'infini :

Figure 12.12 Image par un oculaire.

verre champ

AB A/B/ verre ceil

Ce résultat est généralisable au cas de plus de deux lentilles.

Un objet placé dans le plan focal objet de Ioculaire et un objet placé dans le plan
focal objet de la lentille d’ceil auront leurs images superposées a U'infini.

Comment régler ’oculaire pour éviter une fatigue de I'ceil ? Pour éviter toute accom-
modation, il est nécessaire que I'image finale donnée par 'oculaire soit au P.R. de I'ceil
donc a l'infini pour un ceil emmétrope. L'objet observé par 'oculaire (image inter-
médiaire de I'instrument) est alors au foyer objet de 'oculaire. On dit dans ce cas que
Poculaire est réglé a Uinfini.

Si on veut superposer une reégle a I'image pour effectuer des mesures, on place cette
régle soit dans le plan focal de I'oculaire, soit d’aprés ce qui a été vue précédemment
dans le plan focal du verre d’ceil.
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Lunettes et viseurs

4. Lunettes et viseurs

Comme cela a été précisé précédemment, un instrument réglé correctement évite
toute accommodation de I’ceil. L’image finale donnée par I'instrument doit étre au
P.R. de I'ceil donc a I'infini pour un ceil emmétrope.

Aussi dans toute la suite, on considérera que I'image finale est a I'infini.
Il existe trois types de mesures en travaux pratiques :

e les mesures d’angles pour lesquelles 'objet est a l'infini : on utilise une lunette
afocale appelée aussi lunette de visée a I’infini donnant d’un objet a I'infini une image
a linfini, c’est le principe d’une lunette astronomique ;

e les mesures de distances longitudinales c’est-a-dire le long de I'axe optique : on
utilise une lunette appelée viseur ou lunette a frontale fixe qui, d’'un objet a distance
finie donne une image a I'infini;

e les mesures de distances transversales (mesures de grandissement) ¢’est-a-dire per-
pendiculairement a I'axe optique : on utilise soit un viseur avec une régle micro-
métrique ou millimétrique placée dans P'oculaire comme expliqué au paragraphe
précédent, soit un viseur monté sur une crémailleére perpendiculaire a 'axe optique.

Dans la suite, I'objectif sera modélisé par une lentille unique.
4.1 Lunette de visée a l'infini ou afocale
a) Schéma de principe

L’objet a I'infini a une image intermédiaire A;B; dans le plan focal image de I’objectif.
Pour que I'image de A;B; par I'oculaire soit a I'infini, il faut que A;B; soit dans le plan
focal objet de I'oculaire (Cf. figure 12.13). La lunette est donc réglée a I’infini si
le foyer objet de I’oculaire est confondu avec le foyer image de I’objectif :

lunette afocale < F,. = F/bj

O
\P‘l =F /
obj oc
\ 4 4
B, Réticule >
\ \

\ JE—

objectif oculaire _Obj ectif Oculaire

I

Figure 12.13 Image par une Figure 12.14 Structure d’une
lunette. lunette.
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On peut remarquer sur la figure 12.13 que, sans la lunette, I’ceil aura 'impression que
les rayons proviennent du haut et qu’avec la lunette, il verra les rayons provenir du
bas : I’'image est donc renversée.

Une lunette est formée de trois tubes (Cf. figure 12.14) : le premier contenant I’ob-
jectif, le dernier 'oculaire (représenté ici avec ses deux lentilles). Ces deux tubes sont
mobiles par rapport au tube du milieu contenant un repére en forme de croix que
lon nomme réticule, ici représenté en perspective.

4.2 Réglage d’'une lunette afocale

Le réglage de la lunette a pour but de faire coincider le plan focal objet de I'oculaire
et le plan focal image de I'objectif donc de réaliser F,. = F(’)bj ou F, est le foyer objet
de loculaire et F(’)bj le foyer image de 'objectif. Pour cela, il faut disposer d’un repere

qui n’est autre que le réticule. Le réglage s’effectue en deux étapes :

But du réglage

Mode opératoire

Réglage de
I’oculaire.

Faire correspondre le plan du
réticule et le plan focal objet
de T'oculaire, de maniére a ce
que l'image du réticule par
I'oculaire soit a I'infini.

Tourner la bague de 'oculaire
jusqu’a voir le réticule net.
On vérifie que le réglage est
correct en approchant rapi-
dement I'ceil de loculaire.
Celui-ci doit voir immeédiate-
ment le réticule net. S’il y a
un léger temps d’accommo-
dation, le réglage est a refaire.

Réglage de
’objectif.

Faire correspondre le plan du
réticule et le plan focal image
de lobjectif, de maniére a
ce que I'image de I'objet par
lobjectif soit dans le plan du
réticule (qui est aussi plan
focal objet de I'oculaire).

Viser un objet a grande dis-
tance. Tourner la bague de
lobjectif jusqu’a voir I'image
et le réticule nets simultané-
ment. Pour vérifier le réglage,
effectuer un léger hochement
de téte devant I'oculaire. Si
I'image observée reste immo-
bile par rapport au réticule, le
réglage est correct. Si I'image
semble se déplacer par rapport
au réticule, parfaire le réglage.
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Lunettes et viseurs

Le réglage est alors terminé et la lunette se trouve dans la configuration représentée
sur la figure 12.13.

On peut se poser trois questions :

e Pourquoi ne pas effectuer le réglage une fois pour toute au moment de la fabrica-
tion de l'instrument et rendre solidaires les trois tubes ?

e Faut-il modifier le réglage quand l'utilisateur change ?
e Pourquoi faut-il hocher la téte pour vérifier le réglage ?

La deuxiéme question répond en partie a la premiere. Si la lunette était réglée a I'infini
une fois pour toute, son réglage ne conviendrait qu’a un utilisateur emmétrope. De
plus, les manipulations risqueraient au fil du temps de modifier les positions relatives
des tubes et de dérégler la lunette.

Quand lutilisateur change, il ne faut absolument pas toucher au réglage de
I’objectif mais on modifie le réglage de I’oculaire. 11 suffit de conjuguer le plan
du réticule (qui est celui de I'image intermédiaire) avec le P.R. de I'ceil donc de
tourner la bague de I'oculaire jusqu’a voir le réticule net sans accommodation.

En ce qui concerne le hochement de téte, c’est une méthode qui permet de corriger
Perreur dite de parallaxe. On veut que I'image intermédiaire soit exactement dans le
plan du réticule. Mais I'ceil peut voir simultanément nets des objets qui sont dans
des plans proches mais différents : c’est ce qu’on appelle la latitude de mise au point.
Cependant si on bouge la téte, on se rendra compte que les objets ne sont pas dans le
méme plan s’ils se déplacent I'un par rapport a 'autre, ce qui n’est pas le cas s’ils sont
dans le méme plan. Le lecteur peut s’en convaincre en regardant autour de lui deux
objets dans des plans différents et en remuant la téte.

4.3 Lunettes de visée autocollimatrices

Dans le mode opératoire proposé précédemment, il est nécessaire de pouvoir viser un
objet a grande distance pour effectuer le réglage de la lunette. Ce n’est pas tou-
jours possible quand on se trouve dans un laboratoire. Pour pallier ce probléme,
une lunette dite autocollimatrice existe avec la possibilité de fabriquer un objet a I'in-
fini.

En plus d’une lunette classique, cette lunette dispose d’'une ampoule et d’une lame
semi-réfléchissante dans le tube intermédiaire (Cf. figure 12.15). Une telle lame réflé-
chit une fraction de la lumiére mais laisse passer 'autre fraction. Si la lame est descen-
due comme sur la figure, 'ampoule éclaire le réticule, qui peut cependant toujours
étre vu a travers la lame puisqu’elle est semi-réfléchissante.

On a dit précédemment que Iobjectif est réglé lorsque le réticule se trouve dans son
plan focal image. On utilise un mode opératoire permettant de déterminer rapidement
le plan focal d’un systeme convergent : c’est "autocollimation qui est décrite dans le
chapitre sur la focométrie au paragraphe 3.
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Lame
A
Réticule Y # # %
y y
y
Objectif

) Oculaire
Eclairage

N

Figure 12.15 Structure d’une lunette autocolllimatrice.

Une fois 'oculaire réglé, on éclaire le réticule grace a la lame semi-réfléchissante et on
place un miroir plan devant l'objectif. Le réticule R éclairé sert d’objet qui va donner
une image R’ A travers le systéme objectif-miroir. On appelle R et R, les images
intermédiaires :

objectif objectif

R R

miroir
Ry Ra

Attention, puisque la lumiére change de sens entre R, et R, il faut penser
dans les raisonnements a inverser les foyers objet et image sachant que, puisque
Pobjectit est assimilable a une lentille mince, les deux foyers sont symétriques par
rapport a la lentille.

On suppose que R est dans le plan focal objet de I'objectif alors Ry sera a I'infini de
méme que R, et R’ sera alors dans le plan focal devenu le plan focal image. Ainsi R
et R’ seront dans le méme plan et on les verra simultanément nets.

On peut donc récapituler le réglage d’une lunette autocollimatrice.

Disque Disque
lumineux lumineux
R
‘ Il
R/
Figure 12.16 Observation de Figure 12.17 Observation de la
Uoculaire réglé. lunette réglée.
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Lunettes et viseurs

But du réglage

Mode opératoire

Réglage de
Poculaire.
Cf.  figure
12.16

Faire correspondre le plan du
réticule et le plan focal objet de
l'oculaire, de maniére a ce que
I'image du réticule par 'oculaire
soit a 'infini.

Tourner la bague de l'oculaire
jusqu’a voir le réticule net. On
vérifie que le réglage est correct
en approchant rapidement 1'ceil
de l'oculaire. Celui-ci doit voir

immeédiatement le réticule net.
S’il y a un léger temps d’accom-
modation, le réglage est a refaire.

lame semi-

éclairer le

Abaisser la
réfléchissante et

Faire correspondre le plan du
réticule et le plan focal image de

Réglage de
lobjectif par

autocollima- | Pobjectif, de maniére a ce que | réticule. Placer un miroir plan
tion. I'image de l'objet par l'objectif | devant I'objectif.: Tourner la
Cf.  figure | soit dans le plan du réticule (qui | bague de l'objectif jusqu’a voir
12.17 est aussi plan focal objet de 'ocu- | le réticule et son image nets

laire). simultanément. Pour vérifier
le réglage, effectuer un léger
téte
loculaire. Si T'image observée
reste immobile par rapport au
réticule, le réglage est correct. Si
Iimage semble se déplacer par

rapport au réticule, parfaire le

hochement de devant

réglage.

» Remarque : Pour la plupart des lunettes, la lame semi-réfléchissante est escamo-
table. Une fois la lunette réglée, on peut relever cette lame pour éviter d'avoir des
réflexions parasites lors des observations.

Lorsque lutilisateur est myope ou hypermétrope, il suftit de modifier le réglage de
I'oculaire. Pour un myope, le P.R. étant devant I'ceil, il faut que 'oculaire donne
une image virtuelle comme une loupe : il faut donc rapprocher 'oculaire du réticule.
Par contre, pour un hypermétrope, le P.R. étant derriere 'ceil, 1l faut que l'oculaire
donne une image réelle : il faut donc éloigner 'oculaire du réticule.

4.4 Viseurs ou lunettes a frontale fixe

Le viseur est une lunette donnant d’un objet a distance finie une image a l'infini.
Comment peut-on transformer une lunette afocale en viseur ? L’image intermédiaire
ne peut plus se trouver dans le plan focal image de 'objectif puisque 1'objet est a

291



Chapitre 12 — Instruments de Travaux Pratiques

distance finie. Deux solutions existent :

e ou bien on rend I'objectif plus convergent en ajoutant une lentille convergente
supplémentaire qu’on appelle une bonnette ;

e ou bien on éloigne I'objectif du plan du réticule ou se forme I'image.

En général, un viseur n’est formé que de deux tubes : I'un contenant 'objectif et

le réticule et le deuxiéme 'oculaire. La distance objectif-réticule est donc en général

fixée et c’est pour cela qu’on parle de lunette a frontale fixe (Cf. figure 12.18). L’oculaire

est réglable, pour pouvoir I'adapter a chaque utilisateur.

Le réglage d’un viseur est donc plus simple que celui d’une lunette a I'infini.

Il suffit de régler ’oculaire de maniére a voir net le réticule puis de déplacer

le viseur sur le banc d’optique jusqu’a voir net I’objet visé.

Ce qu’il est important de retenir, c’est que, puisque la distance objectif-image est
constante, la distance objet-viseur est constante elle-aussi.

\

\‘_____>
-
b

R éticule >
7

Objectif Oculaire i D

D=

Figure 12.18 Structure d’un

viseur. Figure 12.19 Méthode de visée.

Comment faire une mesure relative avec un viseur ?

On étudie le cas d’une lentille de distance focale f/ = 10 cm et d’un objet placé a
5 c¢m avant la lentille. On désire vérifier la relation de conjugaison de Descartes :

1 1 1

04 OA [

Pour cela, on vise d’abord I'objet A et on repére la position du viseur /4. On place
la lentille en une position qu’on appelle O et on la vise en repérant par exemple des
traces a sa surface ou une pointe de crayon que 'on tient a proximité immeédiate ;
la position du viseur est alors /. Enfin, on déplace le viseur jusqu’a voir I'image
(placée en A’) nette et on appelle V4 la position du viseur. Puisque la distance entre
le viseur et ce qu’il vise est constante, comme le montre la figure 12.19, les positions
relatives des points 14, V4 et Vo sont les mémes que celles des points A, A" et O et
il n’y a pas besoin de connaitre la distance de visée D. Pour vérifier la relation
de conjugaison, il suffit de remplacer les points A, A" et O par Vy, Vg et Vo

1 1
VoVa  VoVa f
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Collimateur

Utiliser un viseur est le seul moyen de déterminer la position d'une image virtuelle puisqu’on
ne peut pas la recueillir sur un écran.

5. Collimateur

Le collimateur sert a fabriquer un objet a l'infini. Il est formé de deux tubes (Cf.
figure 12.20) :
e ['un contenant une lentille convergente ;

e lautre contenant un objet et une ampoule ou seulement une fente que 'on peut
éclairer avec une source extérieure.

AN — Eclairage
{8 i T [

_Objectif

Collimateur Lunette réglée

Figure 12.20 Structure d'un Figure 12.21 Réglage d'un
collimateur. collimateur.

Pour régler le collimateur, il suffit d’amener 1'objet ou la fente objet dans le plan
focal objet de la lentille en faisant coulisser I'un des tubes par rapport a I'autre. Mais
comment savoir si le collimateur est bien réglé ?

Le réglage a I'ceil n’est pas possible car I’ceil accommode et verra 'image nette méme
si elle n’est pas a U'infini. Pour régler un collimateur, on le vise avec une lunette
réglée a I’infini et on tourne la bague de réglage du collimateur jusqu’a voir
nette I’image (Cf. figure 12.21). Comme la lunette ne permet d’observer que les
objets a I'infini, cela signifie alors que I'image donnée par le collimateur et servant
d’objet a la lunette est a 'infini.

& Attention, pour éviter I'erreur de parallaxe, il ne faut pas oublier le hochement de téte.

6. Le goniométre

6.1 Description

Un goniometre est un appareil de précision qui sert 4 mesurer des angles et donc des
déviations de rayons lumineux par un prisme ou un réseau (Cf. cours de deuxiéme
année). Le programme de premiere année limite ’étude du goniomeétre au prisme.

Un exemple d’appareil est représenté sur la figure 12.22.
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Collimateur

Trois vis calantes
uvetw

Réglage )
oculaire nglagfe collimateur
Réglage objecti Réglage de
horizontalité la largeur
de la lunette V2 dela
fente

vis tangente
de réglage fin
de la lunette V3

Blocage lunette
Vi

Figure 12.22 Goniométre.

Il comprend :

e un collimateur dont 'objet est une fente qu’il faut éclairer avec une lampe spec-
trale ;

e une lunette autocollimatrice montée sur un support mobile autour d’un axe cen-
tral ;

e un plateau, lui aussi mobile autour de I'axe central.

On peut bloquer le support de la lunette par serrage de la vis ;. Cette vis 1/} étant
serrée, de légeres rotations sont encore possibles au moyen d’une vis tangente 1
qu’on doit laisser au milieu de sa course et n’utiliser que pour parfaire les pointés. Il
existe aussi une vis de blocage du plateau et une vis de réglage fin qui n’ont pas été
représentées pour ne pas alourdir le schéma.

La lunette peut basculer par rotation autour d’un axe horizontal, passant prés de 1’'ob-
jectif, au moyen d’une vis 1.

Le collimateur est supporté par une potence fixe. La fente d’ouverture réglable peut
étre déplacée par rapport a I’objectif par rotation de la bague de réglage du collimateur.

Le plateau comprend deux plates-formes solidaires, tournant autour de 'axe central.
La plate-forme supérieure est mobile verticalement par I'intermédiaire de 3 vis calantes
u, v et w.

6.2 Réglage

Puisqu’on cherche a effectuer des mesures précises, il est nécessaire de régler parfaite-

ment appareil grace a la démarche donnée ici. Le réglage s’effectue en quatre étapes.
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Le goniometre

Les réglages décrits dans les paragraphes c) et d) ne sont pas des connaissances exigibles.
Cependant, comme de nombreux goniométres ne sont pas préréglés et nécessitent ces
réglages, on les donne a titre d’information.

a) Lunette autocollimatrice

Cest le premier instrument a régler. On rappelle la procédure mais, pour plus de
détails, on se reportera au paragraphe 4.3.

BUT : la lunette doit donner d’un objet a 'infini une image au P.R. de l'ceil.

1. Eclairer le réticule en allumant I'ampoule et en baissant la lame semi-réfléchissante.
Pour vérifier que la lame est abaissée, il suffit de vérifier que de la lumiére sort par
lobjectif.

Régler 'oculaire.

Régler I'objectif par autocollimation soit sur un miroir plan, soit sur une lame a
faces paralléles ou une face du prisme posé sur le plateau (il peut étre nécessaire
d’agir sur les vis calantes du plateau pour que la lumiére réfléchie repasse par
lobjectif).

4. Vérifier qu’il n’y a pas de parallaxe en hochant la téte.

b) Collimateur
BUT : le collimateur doit donner de la fente une image a l'infini (voir paragraphe 5).

L’éclairer a I'aide d’une lampe spectrale, choisir une fente assez large et le viser avec
la lunette déja réglée a 'infini. Tourner la bague du collimateur jusqu’a voir la fente
nette, surtout sur les bords. Une fois le réglage eftectué, rendre la fente fine pour les
réglages ultérieurs.

c) Réglage de l'axe de la lunette perpendiculairement a l'axe central

BUT : il s’agit de placer la lunette de fagon a ce que, par rotation autour de I'axe
central, I'axe de la lunette balaie un plan et non un cone. Sinon la mesure des angles
de visée est fausse. Pour cela, il est nécessaire que 'axe optique de la lunette soit
parfaitement perpendiculaire a axe de rotation. Le réglage se fait par autocollimation
sur une lame a faces paralléles.

» Remarque : Ce réglage n’existe pas sur tous les goniometres.

C’est la rotation possible de la lunette autour d’un axe horizontal qui permet ce

réglage.

1. On rend d’abord la plate-forme grossiérement horizontale (en fait perpendiculaire
a I’axe de rotation). Pour cela, descendre le plateau complétement puis le remonter
en tournant chaque vis calante (u,v,w) de quelques tours (entre 3 et 10 suivant les
goniometres).
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Lunette Lunette

position L position L,

face F; face

Figure 12.23 Positionnement de la lame.

2. On pose la lame de verre a faces paralléles au centre du plateau de facon a ce que
sa base d’appui soit confondue avec une hauteur du triangle équilatéral formé par
les trois vis calantes (Cf. figure 12.23). Il faut rendre une des vis inopérante (u dans
le cas de la figure) car le réglage avec trois vis serait difficile.

On regle la vis 1) (Cf. figure 12.22) de la lunette a mi-course.

On tourne la lunette pour avoir autocollimation sur la face F; de la lame (position
L; sur la figure 12.23). On doit observer une portion de disque lumineux avec
I'image du réticule (Cf. figure 12.24) sinon il faut vérifier les précédents points 1,
2 et 3 du réglage. On centre les figures de maniére a ce que les traits verticaux des
réticules se superposent. Le but est de faire coincider I'image du réticule R’ avec
le réticule R ; il reste donc a superposer les traits horizontaux.

Pour cela, agir sur la vis 1, (horizontalité de la lunette) pour rattraper la moitié du
décalage (Cf. figure 12.25) et sur la vis calante (w) la plus proche pour rattraper
lautre moitié du décalage (Cf. figure 12.26). La lumiere issue de R revient alors
exactement en R’ : R’ est confondu avec R, ce qui indique que la lunette est
perpendiculaire a F; (Cf. figure 12.27). Mais en général, les faces de F; ne sont
pas paralléles a 'axe de rotation du plateau. Elle sont inclinées de € par rapport a
laxe et donc l'axe de la lunette n’est pas perpendiculaire a I’axe de rotation.

5. On tourne la lunette de 180° (ou, ce qui revient au méme, on tourne le plateau)

de maniére a amener la deuxiéme face F, devant la lunette en position L, sur la
figure 12.23.
L’incidence des rayons sur F, est alors 2€ comme sur la figure 12.28. Les traits
horizontaux de R et R’ ne sont plus confondus (Cf. figure 12.29). On procede
alors comme dans la position 1. On superpose les traits verticaux de R et R’. Puis
on agit sur la vis I, de la lunette pour rattraper une moitié du décalage horizontal
de R et R’ puis sur la vis calante la plus proche qui est alors (v) pour rattraper
lautre moitié du décalage.
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Le goniometre

. R’ R ‘ R'
disque disque
lumineux lumineux
R
T
Figure 12.24 Vision initiale. Figure 12.25 Rattrapage de moitié par I’5.
disque
lumineux
R etR’
\/confondus
Figure 12.26 Rattrapage de moitié par w.
objectif face I>
R face Fj lame face Fj ‘> R
R/‘-—-»_
£l face Fa lame ' __________ 2e A .
objecti
- axe de la lunette
axe de la lunette ‘ _axe de ‘ e de
| rotation du plateau . rotation du plateau
Figure .12.27 Réglage de Figure 12.28 Réglage de
lorthogonalité des faces de la lame l'orthogonalité aprés rotation de 180°.

et des rayons.

6. On repasse a I'autocollimation sur F; (position L;) par rotation de 180° de la

lunette ou du plateau. On devrait retrouver R et R’ en coincidence exacte, mais
il faut en général affiner le réglage car le rattrapage a vue de la moitié de 'écart
a été seulement approché et il influe sur les autres opérations. On recommence
alors sur Fj les manceuvres effectuées au point 4 du mode opératoire : rattrapage
de 'écart moitié par la vis calante la plus proche (w) et moitié avec 5. Puis on
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repasse A F> (position L) etc. jusqu’a coincidence parfaite de R et R’ sur F; et F»
(Ct. figure 12.30). Quatre ou cinq demi-tours suffisent en général pour avoir un
bon réglage.
L’axe de la lunette est alors perpendiculaire a I'axe de rotation du plateau. On ne
touchera plus a I, par la suite.

objectif

i | face I
i |
; TN o 1
isque ;
.q »‘ axe de la lunette ! axe de
lumineux R o~
R’ i rotation du plateau
Figure 12.29 Mauvais Figure 12.30 Réglage correct de l'orthogonalité.
réglage de l'orthogonalité.
disque
lumineux

Figure 12.31 Fort décalage des deux positions.

» Remarque : |l se peut qu’initialement on ne voit qu’une trés faible partie du disque
lumineux dans la lunette. Le rattrapage total de I'écart horizontal en position (1) entrai-
nera un décalage trop important en position (2) et on ne verra plus rien dans la lunette
(Cf. figure 12.31). Il est préférable, dans ce cas, d’essayer de recentrer petit a petit le
disque lumineux avec la vis V5.

d) Positionnement du prisme sur la plate-forme

BUT : il s’agit de rendre laréte utile du prisme parallele a 'axe de rotation et donc
les deux faces utiles du prisme orthogonales aux axes optiques du collimateur et de la
lunette (le prisme n’est pas taillé de facon idéale et sa base n’est pas forcément perpen-
diculaire a l'aréte donc il faut incliner la plate-forme pour compenser ce défaut).

1. Rendre de nouveau la plate-forme grossierement horizontale comme au point (1)
du réglage précédent.
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2.
3.

4.

b

o

Le goniometre

Repérer l'aréte d’angle A utilisée.

Imaginer le triangle équilatéral formé par les vis calantes (u, v et w). Placer le
prisme comme indiqué sur le schéma de la figure 12.32. L’aréte A dépasse 1ége-
rement du centre de la plate-forme, les faces utiles F; et F, sont perpendiculaires
aux cOtés uw et vw du triangle équilatéral défini a partir des trois vis calantes.

lunette
position L,

lunette
position L

Figure 12.32 Positionnement du prisme.

Tourner le plateau pour amener Paréte A i 'opposé du collimateur. Le bloquer.
Tourner la lunette pour observer I'autocollimation sur F; (position L;). Amener
R’ en coincidence avec R en agissant sur la vis tangente de la lunette 13 pour
faire coincider les traits verticaux et sur la vis calante (w) du plateau pour faire
coincider les traits horizontaux.

Tourner ensuite la lunette pour observer Iautocollimation sur F, (position Lj).
Amener R’ en coincidence avec R en agissant sur la vis tangente de la lunette 13
et sur la vis calante (v) du plateau.

Revenir a la position Ly, réaliser a nouveau la coincidence, revenir a L,, recom-
mencer, etc. jusqu’a coincidence parfaite.

La face F; est alors perpendiculaire a Ly, la face F, est perpendiculaire a L, et donc
Paréte utile est paralléle a 'axe central car perpendiculaire au plan L1, (en effet le

plan de balayage de I'axe de la lunette est perpendiculaire a I'axe central par le réglage

précédent).

Les réglages sont terminés : il ne faut plus déplacer le prisme sur la plate-
forme.
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» Remarque : Pour effectuer des mesures sur les spectres donnés par le prisme, il est
nécessaire de relever la lame semi-réfléchissante de la lunette, sinon il y a des images
parasites.

6.3 Mesure de l'angle d’un prisme
La premiére des mesures a effectuer lorsqu’on a réglé le goniometre est celle de 'angle
utile du prisme A.

Il existe deux méthodes.

a) Premiére méthode

On mesure l'angle entre les deux normales
des faces F; et F> du prisme par autocolli-
mation, c’est-a-dire entre les positions L; et
L, de la lunette sur la figure 12.32. L’angle

mesuré entre les deux positions est 7 — A, on

en déduit la valeur de A (Cf. figure 12.33). Figure 12.33 Premiére méthode

. . de mesure de l'angle du prisme.
b) Deuxiéme méthode

On utilise le collimateur éclairé par une lampe spectrale, avec une fente fine. On
oriente le plateau jusqu’a ce que le faisceau éclaire les deux faces utiles du prisme. On
vise alors avec la lunette les positions des rayons réfléchis (Cf. figure 12.34). L’angle
entre les deux positions est 8 = 2A. En effet, d’apres la figure 12.34, B = A+ x+y
et A = (g - x) + (g - y). Or dans le chapitre sur le spectroscope a prisme, on
montrera que A’ = 7 — A. On en déduit que x +y = A et B = 2A. Cette deuxiéme
méthode est plus précise que la premiére car, comme on mesure 24 avec la méme
incertitude A que dans la premiére méthode (2 fois I'incertitude sur la lecture de la

position de la lunette), 'incertitude sur A est 3

collimateur

lunette
L

lunette
Ly

Figure 12.34 Deuxiéme méthode de mesure de 'angle du prisme.

D’autres exemples d’utilisation du goniometre seront décrites dans le chapitre « Spec-
troscopie a prisme ».
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A. Applications directes du cours

D Probleme de myopie pour la vision dans un miroir

Un observateur myope a son punctum proximum PP a 15 cm et son punctum remotum PR
a 40 cm. 11 tient un miroir situé au maximum a 70 cm de son ceil. Quel rayon peut avoir le
miroir pour qu’il puisse voir I'image d’un objet situé a I'infini ?

B Systéme achromatique

On caractérise la dispersion d’un matériau a l'aide de trois longueurs d’onde : la raie rouge de
I’hydrogeéne notée raie C (A = 656 nm), la raie jaune du sodium notée raie D (A = 589 nm) et
la raie bleu-vert de I’hydrogene notée raie F (A = 486 nm). Le pouvoir dispersif ¥ du matériau

est donné par la relation
np — 1

g — nc
ou ng, tup et ng sont les indices du matériau pour les raies C, D et F. La vergence IV d’une len-
tille dépend de 'indice par la relation : IV = (n—1)A ot A est uniquement une caractéristique
géométrique de la lentille.

On cherche a obtenir un systéme achromatique a l'aide de deux lentilles.

1. On accole deux lentilles de vergence 1 et 15. Etablir que le systéme est équivalent a une
lentille dont on précisera les caractéristiques.

2. Une lentille posséde une distance focale f{, = 30 cm et son pouvoir dispersif vaut : ¥ = 50.
Calculer I'écart fi. — f.. On justifiera les éventuelles approximations.

3. Quelles sont les conséquences de cet écart?
4. A quelle condition les foyers des raies C et F sont-ils confondus ?
5. A-t-on une lentille achromatique ? Justifier.

6. On souhaite une lentille de focale moyenne 50 cm avec deux verres caractérisés par v = 30
et ¥, = 60. Quelles doivent étre les focales des lentilles a utiliser ?

B. Problemes

D Microscope d’apres Veto 2000 et Centrale PC 2000

Les deux parties sont trés largement indépendantes.

On ne fera pas d’applications numeériques, les valeurs numériques ne sont données que pour
aider a répondre a certaines questions.

1. Etude d’un détecteur optique : I'ceil :

On peut modéliser I'ceil par une lentille mince convergente £ de centre O et de distance
focale variable f’. Le cristallin donne d’un objet une image renversée sur la rétine située a la
distance OE = d et servant d’écran. On suppose d fixe pour un ceil donné.
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Un il au repos voit les objets situés au punctum remotum PR 2 une distance D, de O.
Quand il accommode au maximum, I'ceil voit les objets situés au punctum proximum PP a
une distance d,, de O. Pour un ceil normal, on a D,, infinie et d,, = 6 = —25,0 cm.

A chaque état d’accommodation est associée une distance focale f’ pour la lentille modélisant
Peeil.

L'ceil qu’on étudie vérifie d = 15,0 mm, d,, = —32,3 cmet D,, = 1,11 m.

a) Placer sur un schéma la lentille, ’écran et les points PP et PR. Hachurer la zone vue par
Peeil.

b) Quelle est la nature des objets que cet ceil peut voir ?

c) Quel défaut de vision modélise-t-on ici ?

d) Déterminer la distance focale de la lentille modélisant cet ceil au repos.

e) Meéme question lorsqu’il accommode au maximum.

f) Etablir que I'association de deux lentilles minces £ et £, de distance focale respectivement
f et f] accolées en O est une lentille mince dont on donnera le centre et la distance focale.

g) On veut corriger la vision de cet ceil avec des verres de contact ou lentilles dont on
admettra qu’ils sont accolés a la lentille modélisant I'ceil. Donner la ou les distances focales des
verres de contact pour obtenir les limites de vision d’un ceil normal. On précisera le caractere
convergent ou divergent de ces verres de contact.

2. Etude géométrique d’un microscope :
Un microscope optique permet d’observer des globules sanguins.

Il est modélisable par deux lentilles minces convergentes £ pour I'objectif de distance focale
f{ et L, pour oculaire de distance focale f; . Il est réglé pour donner une image a 'infini d’un
objet réel AB perpendiculaire a I'axe optique, A étant sur 'axe optique) légeérement en avant
du foyer objet de I'objectif. Cette image est observée par un ceil emmétrope (normal) placé au
voisinage du foyer image de 'oculaire. On notera A’B’ I'image intermédiaire.

Le microscope porte les indications suivantes :

e x40 pour l'objectif, ce qui signifie que la valeur absolue du grandissement de I'objet AB par
Pobjectif est de 40 ;

e x10 pour 'oculaire, ce qui signifie que le grossissement commercial ou rapport entre 'angle
sous lequel on voit I'image a I'infini d’un objet a travers I'oculaire seul et Pangle sous lequel
on voit ce méme objet a 'ceil nu lorqu’il est situé a la dimension minimale de vision distincte
0 vaut 10;

e w) = 0,65 pour 'ouverture numérique ou valeur de nsin u avec n le milieu dans lequel se
trouve 1'objectif et u 'angle maximum des rayons issus de A arrivant sur ’objectif.

e A = 16 cm pour l'intervalle optique ou distance entre le foyer image F; de I'objectif et le
foyer objet F, de 'oculaire.

a) Faire un schéma du dispositif (sans respecter I’échelle) et tracer la marche de deux rayons
lumineux issus du point B de 'objet AB, 'un émis parallelement a I'axe optique et I'autre
passant par le foyer objet de 'objectif.

b) En utilisant le grossissement commercial, déterminer la distance focale £ de 'oculaire.
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c) Déterminer la distance focale f{ de I'objectif. On pourra utiliser le grandissement de 1"ob-
jectif.

d) Calculer la distance Oy A permettant de positionner 1’objet.

e) Déterminer la latitude de mise au point a savoir la variation de la distance Oy A compatible
avec l'observation d’une image par I'ceil situé au foyer image de I'oculaire.

f) Calculer le grossissement commercial pour une image finale a I'infini.

g) Calculer 'angle u intervenant dans I'ouverture numérique pour un objectif placé dans
Pair. Le microscope est-il utilisé dans les conditions de Gauss? Quel type d’aberrations doit-
on corriger ? Quel est 'ordre de grandeur du diameétre de la monture de I'objectif?

h) Déterminer la position et la taille du cercle oculaire défini comme I'image de la monture
de Pobjectif a travers 'oculaire. Quel est 'intérét de placer I’ceil dans le plan du cercle oculaire ?

D Lunette de Galilée d’apres CCP MP 2007

Une lunette de Galilée comprend un objectif assimilable a une lentille mince £ de centre Oy
et de vergence /] = 5, 0 dioptries et un oculaire assimilable a une lentille mince £, de centre
O; et de vergence 1> = —20 dioptries.

1. Déterminer la nature des deux lentilles et donner la valeur de leur distance focale f] et f;.

2. La lunette est de type afocale. Préciser dans ces conditions la position relative des deux
lentilles en donnant la valeur de d = O; O;.

3. Tracer, dans les conditions de Gauss, la marche d’un rayon lumineux incident arrivant d’un
objet A I'infini, faisant un angle 6 avec 'axe optique et émergeant sous I'angle 6'.

4. En déduire le grossissement ou grandissement angulaire en fonction de 6 et 6’ puis des
distances focales des deux lentilles. Donner sa valeur numérique.

5. Un astronome amateur utilise cette lunette normalement adaptée a la vision d’objets ter-
restres pour observer deux cratéres lunaires : Copernic de diameétre 96 km et Clavius de
diamétre 240 km. On rappelle que la distance entre la Terre et la Lune vaut 384.10° m. Voit-il
ces deux crateres a I'ceil nu ? a l'aide de la lunette ?

6. Déterminer le grandissement du dispositif.
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1 3 T.P. : Focométrie

On va présenter différentes méthodes de mesure de distances focales de miroirs et
de lentilles. On encourage le lecteur a refaire les constructions pour chaque méthode
présentée. On donne I'évaluation de l'incertitude associée.

1. Reconnaissance rapide du caractére d'une lentille ou d'un
miroir

Avant toute mesure, il est nécessaire de savoir a quel type de systéme on a affaire :

e lentille convergente ou divergente ;

e miroir plan, concave ou convexe.

Certaines regles permettent de déterminer rapidement de quel systeme il s’agit.

1.1 Miroirs

La premiére chose a faire est d’observer la surface du miroir, il est alors possible de
déterminer sa forme. Sinon, il faut se regarder dans le miroir en commengant prés du
miroir puis en reculant.

a) Miroir plan

Chacun a 'habitude de se regarder dans un miroir plan. L’image est droite et de méme
grandeur.

b) Miroir concave

On commence par se regarder en étant proche du miroir, puis on recule. Les trois
positions possibles sont récapitulées sur les figures 13.1 a 13.3. On se trouve a la place
de 'objet AB.
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Reconnaissance rapide du caractere d’une lentille ou d’un miroir
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Figure 13.1 Image Figure 13.2 Image Figure 13.3 Image
d’un objet entre le foyer d'un objet entre le d’un objet avant le
et le sommet. centre et le foyer. centre.

1. Silon est prés du miroir (entre F et S), l'image est virtuelle, droite et plus grande
(figure 13.1). Le miroir est grossissant, on se voit donc dans le miroir, plus grand.
C’est le cas des petits miroirs de maquillage.

2. Silon se trouve entre C et F, I'image est réelle renversée derriere C (figure 13.2).
On ne peut observer I'image qui est derriére soi. On ne voit qu'une image floue.

3. Lorsqu’on se trouve avant C, 'image est réelle, renversée et plus petite devant soi
(figure 13.3). On se voit donc plus petit et a I'envers.

c) Miroir convexe

Dans ce cas, une seule position d’objet réel est possible, puisque C et F sont virtuels.

Figure 13.4 Miroir convexe

On se voit droit, plus petit et dans le miroir (figure 13.4).

1.2 Lentilles

Contrairement aux miroirs, on ne peut étre a la fois 'objet et I'observateur par une
lentille. On observe alors d’abord un objet proche puis un objet lointain.
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a) Lentilles convergentes

Les deux cas d’objets réels sont redonnées sur les figures 13.5 et 13.6.

1 1
F OF F A
A'A A O
\J
B/
Figure 13.5 Image d'un objet Figure 13.6 Image d’un objet
proche. lointain.

Si lobjet est proche, la lentille agit comme une loupe : on voit donc 'objet plus gros
et virtuel.

Si T'objet est lointain, on voit une image renversée. Si 'objet est suffisamment loin-
tain, I'image se forme dans le plan focal image. Pour la voir nette, il est nécessaire
qu’elle soit au-dela du P.P. de I'ceil. Il est préférable de tenir la lentille 4 bout de bras,
surtout dans le cas de grande distance focale. Dans le cas contraire, on verra une image
renversée floue.

b) Lentille divergente

Il n’y a qu’une seule possibilité : un objet réel (proche ou lointain) donne une image
virtuelle droite plus petite (figure 13.7).

N

I I

Figure 13.7 Image d'un objet réel par une lentille divergente.

2. Méthode directe

2.1 Lentille convergente
a) Principe
On utilise le fait que 'image par une lentille d’'un objet a I'infini est dans le plan focal

image.
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Méthode directe

b) Manipulation

On utilise un collimateur, réglé a I'aide d’une lunette de visée autocollimatrice. On
place la lentille et on déplace un écran jusqu’a obtenir I'image du réticule du collima-
teur nette : on en déduit la position de F’ et la distance focale de la lentille f// = OF
qui est égale a la distance £ entre la lentille et 'écran. On peut aussi utiliser un viseur
et viser successivement la lentille puis 'image du réticule.

c) Calculs d'incertitude

Puisqu’on repére deux positions il faut additionner les deux erreurs de lectures :
incertitude sur la position de la lentille A¢; et incertitude sur la position
de l'image Af;. On prend en général pour les incertitudes de lecture une
demi-graduation (0,5 mm) pour un banc d’optique. Il faut estimer aussi I'incertitude
due a la latitude de mise au point. Pour cela, il faut déterminer l'intervalle des
positions Al3 de 1’écran ou du viseur pour lesquelles on estime que I'image est nette.

L’incertitude totale est :

Af = A0 = Al + Aly + Aty
2.2 Lentille divergente

a) Principe

La méthode n’est pas applicable directement (foyers virtuels). On doit donc accoler a
la lentille divergente (vergence V7;) une lentille convergente de plus grande vergence
absolue 1/, de maniére a réaliser un systéme convergent. On a montré dans le chapitre
sur les lentilles que la vergence I de 'ensemble formé par deux lentilles accolées est
la somme des vergences des deux lentilles :

V=V.+V;
b) Manipulation
On applique la méme méthode qu’avec la lentille convergente pour déterminer I et
onendéduit ;=1 — 1.
c) Détermination de lincertitude

On cherche l'incertitude sur la vergence de la lentille divergente 17;. Soit :
Vi=V-V. = AV;=AV+AV,

Mais avec cette méthode, on mesure l'incertitude sur la distance focale totale
A¢ = Af’. En utilisant les différentielles logarithmiques (on rappelle que la vergence
est I'inverse de la distance focale), on obtient :

AV Af Al
T T M

AV, est 'incertitude sur la vergence de la lentille convergente.
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2.3 Miroir concave
a) Principe

Lorsque P'objet est dans le plan contenant le centre du miroir, I'image est aussi dans
ce plan, de méme taille que 'objet et renversée.

b) Manipulation

Si on utilise, par exemple, une diapositive comme objet, on déplace le miroir jusqu’a
obtenir I'image sur la diapositive. Le rayon du miroir est égal a la distance entre le
miroir et la diapositive.

c) Explications

La construction de la figure 13.8 montre que I'image est dans le méme plan que 'objet
et Papplication de la formule de grandissement avec origine au sommet montre que
le grandissement vaut —1.

_AB sS4
YUAB T sA
\\B
AlcC F S
A/
B )

Figure 13.8 Grandissement —1 pour un miroir.

3. Autocollimation

3.1 Lentille convergente

a) Manipulation

On place la lentille convergente et on tient le miroir plan derriere la lentille, a la main
en l'inclinant légeérement, ce qui ne change pas grand chose. On cherche la position
de la lentille donnant une image nette sur le cache de 1'objet et on mesure la distance
lentille-objet £ qui est égale A la distance focale f’ de la lentille. Une fois le réglage
effectué, on peut aussi viser la lentille grace 4 un viseur, puis la retirer et viser ’objet
(plus précis).
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Méthode de Silberman

b) Explication

On place un miroir plan devant la lentille B A

convergente (cf. figure 13.9).
ALF il

. . / N
L’objet A va donner une image A" i travers

le systéme lentille-miroir. On appelle A; et
Ay les images intermédiaires : B Y

lentille miroir lentille

A Ay A A Figure 13.9 Autocollimation

Attention, puisque la lumiére change de sens, il faut penser dans les raisonnements a inverser
les foyers objet et image, sachant que les deux foyers sont symétriques par rapport a la
lentille.

On suppose que A est dans le plan focal objet de la lentille, alors A; est a 'infini, de
méme que As. Le point A’ est alors dans le plan focal devenu le plan focal image. Ainsi
A = A’ : Tobjet et I'image sont dans le méme plan et on les voit simultanément
nets. D’autre part si 'on note O le centre optique de la lentille, et que 'on dispose
d’un objet AB, le grandissement est —1 (image renversée) puisque :

A'B  OA

E— ::—1
Y AB OA

Sur la figure 13.9, le point A est pris sur 'axe optique. Si ce point n’est pas sur I'axe,
le résultat est identique, 'image est simplement décalée dans le plan focal.
3.2 Lentille divergente

Le probléeme est le méme que pour la méthode directe; on procéde de méme en
accolant la lentille divergente a une lentille convergente de plus grande vergence (la
mise au point est plus délicate).

4. Méthode de Silberman

4.1 Lentille convergente

a) Principe

La distance minimale D entre un objet réel et son image réelle est égale a 4f’. Dans
cette configuration, la lentille est 4 mi-distance de I’objet et de 1’écran.

b) Manipulation

Sachant que pour D = 4f’, 'image et I'objet sont symétriques par rapport a la lentille,
on place 'objet et 'écran contre la lentille et on les écarte symétriquement jusqu’a
voir une image nette. On ajuste ensuite le réglage des positions pour avoir le méme
écart lentille-écran et lentille-objet, puis on mesure D.
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c) Explications

On reprend une démonstration effectuée dans le chapitre sur les lentilles (paragraphe
sur les projections d’images). On considére une lentille convergente de distance focale
image f et de centre optique O. Soit un objet A réel, on cherche la condition pour
obtenir une image A’ réelle. On note x = OA’ > 0 et D = AA’ > 0. La relation de
conjugaison de Descartes donne :

1 11
OA' OA f

= (04— OA)f' = OA OA'

or OA = OA’ + A’ A, soit :
X2 —xD+Df/ =0

On calcule le discriminant qui doit étre positif puisqu’on cherche des solutions réelles :
A=D"—4D=DD—-4)>0 < D=4 car D>0
Pour avoir une image réelle, il faut donc que D > 4f’. Dans le cas particulier ou

D = 4f', A = 0 et il y a une seule solution a I’équation, donc une seule image telle

que x = OA' = > Ainsi la lentille est 2 mi-chemin entre 'objet et I'image.

4.2 Lentille divergente

On proceéde de la méme manieére en 'accolant a une lentille convergente de plus
grande vergence absolue : on détermine la distance focale équivalente a I'association
et on en déduit f pour la lentille divergente.

5. Méthode de Bessel

5.1 Lentille convergente
a) Principe

L’objet et écran sont a la distance D > 4f’ fixes I'un par rapport a I'autre. Il existe
alors deux positions de la lentille O; et O; telles que I'objet et I’écran soient conjugués.
Si la distance O; O, est notée d, on obtient :

D2 _ d2
T
="
b) Manipulation

On repere les 2 positions du support de la lentille correspondant a une image sur
Pécran et on mesure d. On recommence la mesure pour plusieurs valeurs de D et on
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Méthode des points conjugués

trace (d/D)? en fonction de 1/D. On cherche alors la droite de meilleure interpola-
tion. On déduit de la valeur de sa pente la distance focale f. On peut améliorer le
résultat en ajoutant le point (0,1) aux points de mesures.

» Remarque : Une seule mesure de d et D suffit pour déterminer ', mais en faire
plusieurs permet d'améliorer la précision.

c) Explication

Il suftit de déterminer les solutions de I'équation étudiée dans le paragraphe sur la
méthode de Silberman. Elles sont, pour D > 4f" :

— D 1
OA/:E:EE D2*4f/D

Si on garde A’ fixe et qu’on déplace la lentille, on obtient alors les deux positions de
Oy et O, pour avoir une image en A’ :

—— D 1 —— D 1
O1A/=E—§\/D2—4f,D et OQA,:E+§\/D2—4f/D
soit en prenant la différence entre les deux équations précédentes :

0102 =V l)2 - 4f/D

d\? d
On peut alors tracer la droite <B> en fonction de i) qui est de pente —4f".

6. Méthode des points conjugués
6.1 Lentille convergente
a) Principe

C’est une exploitation de la loi de conjugaison de Descartes. On détermine pour

diverses positions de I’objet A la position de P'image A’ et on trace la droite en
p ] p g ;

. 1 , . . o
fonction de o En écrivant la relation de conjugaison de Descartes :

1 1 1

:+_
oA’ OA f

on trouve que — est 'ordonnée a l'origine de la droite tracée.
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b) Manipulation

On dispose une lentille sur le banc d’optique et on repére sa position. Pour chaque
position de l'objet, on cherche la position de I'image (réelle); pour une meilleure
précision on pourra faire des pointés avec le viseur (on vise I'image, puis on retire
la lentille en repérant la position du support et on vise ensuite 'objet). On trace le

graphe représentant

en fonction de =— .
A’ OA

6.2 Lentille divergente

1 : 1 L A s
On trace la droite — en fonction de 54 Pourun objet virtuel (obtenu grace a une

lentille convergente auxiliaire) et une image réelle : on effectue les pointés avec un
viseur.
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prisme 1 4

Dans ce chapitre, on présente un exemple d’utilisation du goniomeétre : le spectro-
scope a prisme.

1. Présentation

Lors de I’étude des sources lumineuses, on a présenté un dispositif a prisme permettant
d’observer le spectre d’une source lumineuse. Un spectre lumineux est caractéristique
d’un corps si bien que I’étude de ces spectres est trés importante car elle permet
d’identifier les corps qui sont a I'origine de cette lumiére : on a cité précédemment
les lampes spectrales mais, en astrophysique par exemple, cela permet de connaitre
les éléments chimiques constituant une étoile. Le montage présenté dans le chapitre
sur les sources permet une étude qualitative mais ne permet pas de déterminer avec
précision les longueurs d’onde des raies présentes dans un spectre, ce qui est possible
avec les spectroscopes.

En premiére année, on se limite a l'utilisation des spectrosopes a prisme. On com-
mence par étudier le prisme.

2. Application des lois de Descartes au prisme

2.1 Description

Un prisme est un bloc de verre pyramidal (Cf. figure 14.1). On utilise deux des faces
dont 'aréte commune est appelée aréte utile.
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aréte utile

base

Figure 14.1 Prisme. Figure 14.2 Angles du prisme.

L’angle entre les deux faces utiles est notée A. On utilise des verres de différents
indices donnés en général pour le jaune (A = 0,56 um), longueur d’onde moyenne
du spectre. On distingue en fait deux types de verres : le flint (n ~ 1,7) et le crown
(n >~ 1,5) sachant que certains fabricants proposent maintenant des prismes en crown
ayant un indice proche de 1,7. L’indice de réfraction du verre dépend de la longueur

d’onde selon la loi de Cauchy :

b
n=a-+ Z (14.1)
a et b étant des constantes positives qui dépendent du verre. On dit que le prisme est

dispersif, c’est-a-dire qu’il dévie différemment des lumiéres de différentes longueurs
d’onde : il sert a étudier les spectres des sources de lumiere.

2.2 Relations du prisme

Il s’agit d’établir les relations entre les différents angles intervenant dans les construc-
tions relatives au prisme. Les notations sont celles de la figure 14.2 réalisée dans le
plan d’incidence. Par habitude, sur le prisme, on raisonne avec des angles positifs non
orientés (tous les angles sont compris entre 0 et 7/2). Le milieu extérieur est Iair
d’indice 1 et I'indice de réfraction du verre est noté n.

Aux points [ et ], on peut appliquer les relations de Descartes soit :

. s s ] s
nsimr = sint et nsimyr — sint

L’angle entre les deux normales est égal a I'angle entre les deux faces utilisées du
prisme soit A. Ainsi dans le triangle IJK, la somme des angles donne :

r+r’+(m—A)=m & r+/=A4

Il reste a déterminer la déviation, c’est-a-dire I'angle D entre le rayon émergent du
prisme et le rayon incident. Pour cela, on calcule I'angle dont « tourne » le rayon a
chaque interface.

e En I, le rayon tourne d’un angle & =i —r.

e En J, le rayon tourne d’un angle y = i’ — /.
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Application des lois de Descartes au prisme

Globalement, le rayon tourne d'un angle D=a+y=i+i'—r—¢, soit avec r+r¥=A :
D=i+i—-A
On peut récapituler les quatre formules du prisme :
nsinr = sin i
nsiny’ =sini
r+r =4
D=i+i—A

(14.2)

2.3 Dispersion par un prisme

Puisque les angles de déviation dépendent de la longueur d’onde, on va déterminer
la couleur qui est la plus déviée. Pour cela, on considére un prisme d’angle A éclairé
par une lumiere polychromatique sous une incidence i. Ainsi 'angle d’incidence est
le méme quelle que soit la longueur d’onde. D’apres une des relations précédentes,
la déviation dépend de A constant, de i constant et de 7' ; il suffit donc d’étudier la
variation de i’ en fonction de A pour déterminer celle de D.

Si A croit, la relation de Cauchy (11.13) impose a l'indice n de décroitre. Or

sint = —sini donc r croit. La relation entre r et ¥ donne ¥ = A — r donc ¢ décroit.
n

Enfin sin i = nsin+’ donc comme #n et ¥ décroissent, i/ décroit.

On en déduit que, si la longueur d’onde croit, i/ et D = i + i — A décroissent. Le
prisme dévie donc plus le bleu que le rouge.

2.4 Condition d'émergence par la deuxiéme face

En I, la lumiere passe de l'air 2 un milieu plus réfringent donc il ne peut y avoir de
réflexion totale ; par contre, en J, c’est possible. On va déterminer la condition sur
langle d’incidence pour que la lumiére puisse étre réfractée sur la deuxiéme face et
non réfléchie.

En J, la lumieére passe d’'un milieu d’indice n a un milieu d’indice 1. Pour qu’il n’y ait

) ) ) 1 )
pas réflexion totale, il faut que ¥’ < Ry, avec sin Ry, = —, donné par la relation (9.3)

. .. N . . n .
avec n; = netnp, = 1. Ainsi il n’y a pas réflexion totale en | si :
(1
¥ < Arcsin <— (14.3)
n
D’autre part, le rayon pénetre dans le prisme en I donc sini = nsinr soit, puisque
sini < 1,sinr = —sini < —. On en déduit :
n n
r g Rlim (144)
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Avec la relation A = r + 7 et les deux relations précédentes, on peut écrire une
premiére condition pour qu’il n’y ait pas réflexion totale sur la deuxiéme face :

A < 2lzlim (145)

Par exemple, pour n = 1,5, Ry,, = 41,8°.
Ainsi, un prisme a angle droit (Cf. figure 14.3)
sera un prisme a réflexion totale. On utilise
des prismes a réflexion totale dans les appareils >
photos a « visée reflex », c’est-a-dire a visée a
travers objectif. On se sert de prismes plutot
que de miroirs car ils sont plus faciles 3 mani-
puler et moins fragiles (en particulier le verre v
ne se corrode pas).

Quelle est maintenant la condition sur l'angle Figure 14.3 Prisme a réflexion
d’incidence i? totale.
A la limite, ¥ = Ry, donc r = A — Ry;,,. On peut calculer alors I'angle limite

d’incidence iy, par :
sin iy, = nsinr = nsin(A — Ryy,) (14.6)

Sii> i, r > A— Ry et ¥ < Ry, : il n’y a pas réflexion totale. Pour A = 60° et
n = 1,5, on trouve g, = 27,9°.

Pour ne pas avoir de réflexion totale, il est nécessaire que i, < i < — donc on a

toujours intérét a envoyer de la lumiére sur un prisme avec une forte incidence.

2.5 Existence d'un minimum de déviation

Si on éclaire le prisme en lumiére monochromatique et si on fait varier I'angle d’in-
. . , ™ . , . ;.
cidence i en partant de i = 5 on s’apercoit expérimentalement que la déviation

diminue, passe par un minimum noté D,, puis augmente a nouveau. Il s’agit de déter-
miner une relation entre D,,, n et A.

Pour cela, on utilise le retour inverse de la lumiere.
Un angle d’incidence i donne I'angle d’émergence D

i’ et par retour inverse de la lumiére, un angle

d’incidence i’ donnera I'angle d’émergence i. Etant /\
donné que D = i+i'— A, les angles d’incidence i et \_/
i’ donneront la méme déviation. Ainsi, dans le cas
général, la déviation est la méme pour deux angles
donc la forme de la courbe de la déviation D en
fonction de I'angle d’incidence est 'une des deux
représentées sur la figure 14.4. Elle présente donc

i

Figure 14.4 Minimum de
déviation.
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Application des lois de Descartes au prisme

un minimum ou un maximum obtenu d’aprés ce qui précéde lorsque i = i’ (retour
inverse de la lumiere). Expérimentalement, on trouve qu’il s’agit d’'un minimum.

Les relations (14.2) donnent avec i = 1 :
;A4 S
r=r=— e D,=i+i—A
2
soit avec sini = nsinr :
. Dm +A . A
sin ———— = nsin — (14.7)
2 2

Cette relation est utilisée en travaux pratiques pour déterminer I'indice d’un prisme
comme cela est décrit dans le paragraphe suivant.

2.6 Mesure de l'indice d'un prisme

Cette étude est réalisée avec un goniometre.

On désire mesurer I'indice pour une longueur d’onde donnée, par exemple le jaune
du sodium. Pour cela, on utilise la relation établie au minimum de déviation :

. ([ A+ D,
sin | —————
2
. [A
sin [ —
2

Il faut se rappeler que, d’aprés I'étude faite sur le prisme, on a intérét a I'éclairer en
incidence rasante pour étre str de trouver des rayons émergents.

n =

(14.8)

lunette L,

) lunette L,
collimateur

Figure 14.5 Mesure de D,,.

On commence donc par éclairer le prisme par le collimateur avec une forte incidence
et on observe aI'ceil le rayon réfracté. On tourne le prisme de maniere a faire diminuer
langle d’incidence toujours en observant 'image réfractée. Pour un certain angle, on
voit I'image s’arréter et repartir dans autre sens : c’est le minimum de déviation.
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On repére la position de I'image en pointant avec la lunette (position L; de la
figure 14.5).

On procéde de la méme maniére en éclairant I'autre face avec le collimateur (position
L de la figure 14.5).

L’angle entre les deux positions de la lunette est égal a 2D,,. On déduit alors n de
I’équation 14.8.

On peut effectuer ces mesures avec une lampe spectrale contenant plusieurs lon-
gueurs d’onde comme la lampe a mercure ou au cadmium. Dans ce cas, on peut
déterminer expression de n en fonction de la longueur d’onde et vérifier la loi de
Cauchy (11.13).

3. Spectrométre a prisme

L’étude du spectre d’'une lampe n’est pas trés aisée avec un goniomeétre car il faut
relever la position de la lunette pour chaque raie pointée dans le spectre. On utilise
alors plus couramment un appareil inspiré du goniometre mais permettant de repérer
les raies du spectre sur une graduation directement projetée sur le prisme et visible a
travers la lunette : il s’agit d’un spectrométre a prisme (Cf. figure 14.6).

lunette raies

micrométriq% /\‘
collimateur A

projection de
la graduation

autocollimatrice
Figure 14.6 Disposition des Figure 14.7 Superposition du spectre
instruments pour la spectroscopie a et de l'échelle micrométrique.
prisme.

Il est constitué :

e d’un plateau sur lequel est posé un prisme ;

e d’un collimateur que 'on éclaire avec une lampe spectrale ;
e d’une lunette autocollimatrice ;

e d’une lunette micrométrique.

Il y a donc un instrument supplémentaire par rapport au goniométre : la lunette
micrométrique.
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Spectrometre a prisme

Son role est de projeter une échelle graduée qui se réfléchit sur une face du prisme
et est vue superposée au spectre a travers la lunette autocollimatrice (Cf. figure 14.7).
Une bague permet le réglage de la netteté. Il suffit alors de repérer les positions x
de raies de longueurs d’onde A connues, par exemple celles du mercure, sur la regle
graduée. On trace une courbe d’étalonnage A en fonction de x. On éclaire ensuite le
collimateur avec une lampe dont on veut déterminer les longueurs d’onde. On repére
ensuite les positions x des raies inconnues. On reporte ces positions sur la courbe
d’étalonnage et on en déduit leurs longueurs d’onde.
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Circuits linéaires en régime 1
sinusoidal forcé 5

Dans ce chapitre, on étudie le régime sinusoidal forcé qui est un régime variable
et permanent. On présente les signaux sinusoidaux ainsi que l'outil essentiel pour
Iétude des systémes linéaires soumis a ce type de signaux : la notation complexe. On
justifie son intérét sur 'exemple d’un circuit simple : le circuit RC et on généralise
les résultats énoncés dans le chapitre de la premiére période sur les régimes continus
au cas du régime sinusoidal notamment en définissant les notions d’impédance et
d’admittance.

1. Caractéristiques d'un signal sinusoidal
1.1 Définition

Un signal sinusoidal est un signal
dépendant du temps ¢ (on dit qu’il

est variable) et dont 'expression
en fonction de ¢t est : X

x(t) = X cos (wt + @)

ou

x(f) = Xsin (wt + @)

Figure 15.1 Signal sinusoidal.

On ne précise pas la nature du
signal : 1l peut s’agir d’une intensité, d’une tension ou de toute autre grandeur phy-
sique. Dans la suite, on utilisera la fonction cosinus; tout ce qui sera dit sera transpo-
sable au cas d’une fonction sinus.
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1.2 Amplitude

La quantité X est appelée amplitude.

C’est une constante, caractéristique d’un signal sinusoidal.

1.3 Pulsation, fréquence et période

La grandeur @ est appelée pulsation, elle s’exprime en radians par seconde (rad.s™ ).

Il s’agit également d’une constante, autre caractéristique d’un signal sinusoidal. Phy-
siquement, cette grandeur fournit la notion de rapidité avec laquelle le signal reprend
une valeur identique a celle qu’il avait a un instant antérieur avec les mémes valeurs
antérieures et postérieures. Cela correspond a I'idée de périodicité du signal.

De ce fait, il est possible de remplacer cette caractéristique par deux grandeurs égale-
ment constantes qui s’expriment par des relations simples en fonction de  :

o la fréquence f (en hertz) telle que :

)
T
e la période T (en seconde) telle que :
2
="
®

On retiendra aussi la relation entre la fréquence et la période :

1

J=7

Il sera parfaitement équivalent de donner la pulsation, la fréquence ou la période du
signal. Ces trois grandeurs décrivent la méme notion physique de périodicité.

1.4 Phases
On distingue deux types de phase :

o la phase instantanée qui est, par définition, la quantité ot + ¢,
o la phase initiale, ¢.

Dans la suite, on ne parlera que de la phase initiale sauf indication contraire et on
omettra le terme « initial » 2 moins qu’il puisse y avoir un risque de confusion.

Cette notion de phase permet de fixer I'origine des temps.

1.5 Ensemble des caractéristiques d’un signal sinusoidal

Un signal sinusoidal x(f) = X cos (wt + ¢) est complétement déterminé par son ampli-
tude X, sa pulsation @ (ou sa période T ou sa fréquence f) et sa phase initiale ¢. On
donnera donc ces trois informations pour définir un tel signal. Les autres grandeurs se
déduisent facilement de ces trois quantités.
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Caractéristiques d’un signal sinusoidal

& Un signal sinusoidal peut également étre donné sous la forme :
x(t) = A cos wt + Bsin wt

Dans ce cas, son amplitude est :

X = VA2 +B?
et sa phase initiale ¢ vérifie :
cosgo*L et sinq::*—L
VA? +B? VA? + B2

Pour établir ces relations, il suffit d'écrire
x(t) = X cos(wt + @) = X cos ¢ cos wt — X sin ¢ sin wt

et d'identifier les termes en cos wt et en sin wt dans les deux expressions de x(t).

1.6 Valeur efficace

On a également ’habitude de définir la valeur efficace’ X.¢ qui vaut dans le cas d’une
grandeur sinusoidale centrée (c’est-a-dire de valeur moyenne nulle) :

X
V2

On reviendra dans les chapitres sur la puissance et 'instrumentation sur cette notion.

Xefr =

1.7 Différence de phase entre deux signaux synchrones

On considére deux signaux de méme pulsation (ils sont dits synchrones) :

x(f) = Xcos(wt+ @) et y(f) = Y cos(wt + ¢f)

y(0)

Figure 15.2 Différence de phase entre deux signaux synchrones.

'"De maniére générale, la valeur efficace Xqr d’un signal x(f) de période T est définie par :

1 0+T .
Xeff = */ (c(6))~ dt
T fo
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Le signal y(f) passe par son maximum (par exemple) avant le signal x(f) : il
est en avance de phase sur x(f). Le déphasage A¢ de y(f) par rapport x(f) est
Ap = — ¢ = WAL

» Remarque : Cette définition suppose que le déphasage A¢ soit compris entre —ar
et +7. On pourrait, en effet, considérer que c’est x(t) qui est en avance de phase de
27 — A sur y(t).

2. Intérét de la notation complexe

2.1 Exemple du circuit R, C

On consideére le circuit suivant :

9] |

Figure 15.3 (ircuit RC.

ou e est une tension sinusoidale e = Ej cos wt. On cherche a déterminer I'expression
de l'intensité i(f) et de la tension u(f).
La loi des mailles donne :

e=Ri+u

Or la relation entre 'intensité du courant traversant un condensateur et la tension a
ses bornes s’écrit :

) Cdu
i=C—
dt
et on obtient I’équation diftérentielle suivante :
du 1 1
— t—u=—c
dt  RC RC
soit
du u e
=
dt 7 7

en posant 7 = RC.
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Intérét de la notation complexe

Il s’agit d’une équation diftérentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants
dont la solution s’écrit comme la somme de :
du w

e la solution générale” up(f) de I’équation homogene associée % +-=0
T

up () = Uy exp <—£)

e une solution particuliére up(f) qu'on cherche sous une forme analogue a celle du
second membre :
up(t) = A cos wt + Bsin wt

On doit donc déterminer les valeurs de A et B : on dérive I'expression up(f) et on
reporte dans I’équation différentielle :

B\ A Ey
—Aw+ — |sinwt+ | — + Bw | coswt = — cos wt
T T T

En identifiant les coefficients du cosinus et du sinus, on obtient :

A E
wB+ — = —
T T
B
—wA+—=0
T
On en déduit :
E TwWE
A= "0 et B= 0

1+ (tw)? 1+ (tw)?

La solution particuliére cherchée s’écrit alors :

Ey

———— (cos wt + Twsin wr)
1+ (tTw)

up(t) =
La solution générale est donc :
E

10 = )+ 0l) = Uy (1) + o0

(cos wt + Tw sin )

Au bout d’un temps égal A quelques 7, on a : |ug(f)| < |up(f)| et on peut écrire :
M(t) ~ Mp(t)

Il s’agit du régime sinusoidal forcé (ug(f) correspond au régime libre qui a été étudié
au chapitre sur les circuits soumis a un échelon de tension).

2 . o ’ 117 . . - - ’o- - ~ ’
“L’analyse de cette solution a été détaillée dans le chapitre sur les circuits linéaires soumis a un échelon
de tension dans le cours de premiére période.
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» Remarque : up(t) peut également s'écrire sous la forme :

up(t) = Up cos (wt + @)

avec 1
s = ———=>0
Eo 1+ (Tw)?
Uy = et
1+ (Tw) . T
sinpg = ————--+-<0
1+ (Tw)?
soit -
: ee[-2
UO — 702 et 2
1+ (Tw) tang = —Tw

& Attention, la seule donnée de tan ¢ ne suffit pas a déterminer ¢ a 27 prés (la fonction tan-

gente est de période 7r), il faut donc une donnée supplémentaire permettant de déterminer
dans quel intervalle de longueur 7 se trouve ¢ : le signe du cosinus et/ou du sinus permet
de lever I'indétermination sur ¢.

2.2 Méthode fastidieuse et risquée

L’obtention de cette solution nécessite un nombre important de calculs qui, tout en
étant parfaitement réalisables, peuvent conduire a des erreurs. On a pourtant consi-
déré ici un circuit simple ne comprenant que deux dipdles et déja les calculs sont
assez longs. On imagine aisément la lourdeur de la résolution pour un systéme plus
complexe.

Lobjet de ce chapitre est de mettre en place une approche plus facile a utiliser et
limitant les risques d’erreur de maniére a ne pas devoir recourir a la méthode qui
vient d’étre exposée. Il s’agit d’utiliser la notation complexe qu’on va présenter dans
le paragraphe suivant.

3. Notation complexe

3.1 Signaux complexes ou analytiques associés
Al grandeur sinusoidale x(f) = X cos(wt + ¢), on peut associer un signal complexe
x(f) défini par :

x(1) = Xexp (j (wt + ¢))
On souligne le symbole x pour préciser qu’il s’agit d’'une notation complexe et non
réelle.

On notera qu’en électricité, on préfere habituellement désigner par j la racine carrée
de —1 au lieu de i comme c’est le cas en mathématiques. j correspond donc au nombre
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Notation complexe

T, . . _
complexe de module 1 et d’argument > vérifiant = —1. Cette notation permet

d’éviter toute confusion avec l'intensité i.
On peut écrire :
x(f) = (X exp (jg)) exp (jor)
On appelle amplitude complexe la grandeur complexe :
X = Xexp (jp)
qui ne dépend pas du temps. Elle contient toutes les informations sur 'amplitude et
la phase initiale du signal.

A partir du signal complexe, on revient facilement au signal réel de départ :
x(f) = Re (x(1)

et les caractéristiques du signal sont obtenues :

e en prenant le module de X ou de x(f) pour 'amplitude :
X = [x()| = |X]
e en prenant 'argument de X pour la phase initiale :
¢ = Arg(X)
e en prenant I'argument de x(f) pour la phase instantanée :

wt + ¢ = Arg (x(f))

» Remarque : On se place ici dans le cas d'équations différentielles linéaires a second
membre sinusoidal du type £q cos wt dont on cherche une solution particuliére sous la
forme up1(t) = Up cos (wt + o).

Quand on translate I'origine des temps d'un quart de période (t — t— g) dans I'équation
différentielle initiale (1), seul le second membre change. Il devient Eq sin wt et une solu-
tion particuliere de cette nouvelle équation différentielle (£;) est up,(t) = U sin (wt + ¢).

La somme des équations différentielles (E) = (Ey) + j(E;) a pour second membre
Eo exp (jwt) et une solution particuliere de (E) est up = up(t) + jup,(t). Cette propriété,
liée a la linéarité des équations étudiées, justifie |'utilisation de la notation complexe. On
cherchera donc x(t), solution de (E).

Pour les regles de calcul sur les modules et les arguments d’un produit ou d’un quo-
tient de nombres complexes, le lecteur est invité a se reporter a son cours de mathé-
matiques de premiére période.
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3.2 Représentation de Fresnel

A cette notation complexe, on associe lmaginaire
également une représentation vectorielle
dite représentation de Fresnel. 11 s’agit de
tracer dans le plan complexe le vec- M
teur d’origine O le centre du repére et X
correspondant au complexe x(f), c’est-a- wtt

iy réel
dire le vecteur OM d’affixe x(f) tel que : O

OM =X

(Ox, OM) = wi + ¢

Cela revient a associer a la grandeur

. .. _ T
sinusoidale x(f) Xcos(wt+¢) un Figure 15.4 Représentation de Fresnel

vecteur tournant dans le sens trigonomé- d'un signal sinusoidal.

trique a la vitesse angulaire constante @
autour de l'origine et dont le module vaut 'amplitude X. Ce vecteur est appelé vecteur
de Fresnel.

En général, on le représente a 'instant t = 0.

Une telle représentation offre I'avantage de donner une visualisation géométrique.
Cela pourra permettra, a condition que le schéma soit clair, d’alléger les calculs en
« lisant » la figure.

3.3 Addition de signaux de méme pulsation
Soient deux grandeurs sinusoidales :
x1(f) = Xy cos (wt+ @1) et x(f) = X5 cos (wt + ¢3)

de méme pulsation w. Les grandeurs complexes associées sont respectivement
—

x () = Xjexp (jor) exp (jwi) et x,(f) = Xz exp (jgz) exp (jwi) et on note OM; et

21V, =

OM, les vecteurs de Fresnel associés.

a) En notation complexe

Prendre la partie réelle d'une somme de nombres complexes revient a additionner les
parties réelles de ces nombres complexes, on en déduit que

Re (51(0 + Kz(f)) =Re (&(t)) +Re (52(0) = x1(f) + x2(1)

La grandeur Xj exp (jo1) exp (jwtf) + Xo exp (j@z) exp (jot) est donc le nombre com-
plexe associé a la somme des signaux réels x1(f) et x»(f). Comme les deux signaux ont
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Notation complexe

méme pulsation w, le terme exp (jwt) se met en facteur et x(f) = x;(f) + x,(f) a pour
amplitude X, + X, = Xj exp (jo1) + Xz exp (j@2).

b) En représentation de Fresnel

On peut associer a ce gn}bre complexe une représentation de Fresnel OM qui est la
somme vectorielle de OM; et de OM,. En effet, dans le plan complexe, la somme des
vecteurs représentant deux nombres complexes est un vecteur représentant la somme
des deux nombres complexes.

On peut noter que cela nécessite I'indéformabilité du triangle OM; M, au cours du
temps. Si ce n’est pas le cas, la somme vectorielle ne pourra donner un vecteur de
module constant et il ne sera pas possible de déﬁnﬂl}mplitﬂl)e complexe. Or ce
triangle ne sera indéformable que si les deux vecteurs OM; et OM, tournent autour de
O a la méme vitesse angulaire. Cela impose aux deux signaux d’avoir méme pulsation,
ce qui a été supposé au début du paragraphe.

1maginaire
M
M, .. ,
X4 S \ot+ @
wt+ @ — > M,
3 i réel
wt+@s

Figure 15.5 Addition de nombres complexes en représentation de Fresnel.

3.4 Dérivation de signaux

On cherche a représenter la dérivée de x(f) = X cos (ot + @) qui vaut :

dx ) T
Frie —wXsin (wt + @) = wX cos (wt+ ¢+ 5)

par la grandeur complexe et son vecteur de Fresnel associés.

La grandeur complexe associée est :

Xw exp (j (a)t + o+ g)) = exp (_]%) wXexp (j (wt + @) = jox(f)
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La dérivation d’un signal x(f) se traduit par la multiplication par jw pour la représen-
tation complexe associée.

Le vecteur de Fresnel a pour module wX et pour phase initiale ¢ + 7. I s’agit donc
du vecteur représentant x(f) auquel on a fait subir une homothétie de centre O et de
rapport @ puis une rotation de centre O et d’angle 7 dans le sens trigonométrique.
imaginaire
M/

wX

wite réel

Figure 15.6 Dérivation d'un nombre complexe en représentation de Fresnel.

3.5 Intégration de signaux

On cherche a représenter le signal obtenu par intégration de x(f) = X cos (wt + ¢)
qui vaut :

X . X T
x(f)dt = — sin (wt + ¢) = — cos (wt +¢— —)
) ) 2
par la grandeur complexe et son vecteur de Fresnel associés.
La grandeur complexe associée est :

son(i(orve=3)) =om (5F) G ewtiors o=

L’intégration d’un signal x(f) se traduit par la multiplication par — pour la représen-
jw

tation complexe associée.

X T
Le vecteur de Fresnel a pour module — et pour phase initiale ¢ — —. Il s’agit donc

du vecteur représentant x(f) auquel on a fait subir une homothétie de centre O et de

. . m . .
rapport — puis une rotation de centre O et d’angle 5 dans le sens trigonométrique
w

(ou 0} dans le sens des aiguilles d’'une montre).
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imaginaire

\wtte réel

SRES

M/

Figure 15.7 Intégration d’'un nombre complexe en représentation de Fresnel.

On en déduit 'analogie suivante entre I’espace réel et 'espace complexe :

signaux réels | représentation complexe
L d .
dérivation — Xjw
dt
T 1
intégration dr X —
jo

3.6 Utilisation de la notation complexe pour l'étude du circuit R, C
La loi des mailles donne :

Ri(f) + u(f) = E cos wt
soit en passant en notation complexe :

Ri(t) + u(t) = Eq exp (jooi)

d
La relation i = Cd—v; s’écrit en notation complexe : i(f) = jCwu(f). On en déduit la
relation :
E jwt
w(t) (1 + JRCw) = ut) (1 + jr) = Eyexp (o) soit u(t) = 0P 100
1+jTw

Le module de u(f) vaut :
_ |E() exp (/a)t)| - E()

11+ 70| - V1+ 22

et le déphasage par rapport a e(r) :

¢ = Arg(Ep) — Arg(1 + jrw) = —Arg (1 + jTw)
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soit
Im (1 + jTw)
tang =—————— = —Tw
Re (1 + jTw)
e [ 7 0]
¢ 5

On rappelle que la tangente d’un angle ne suffit pas pour connaitre sa valeur a 27
pres : on ne I'a qu'a o pres. Il faut donc préciser l'intervalle de longueur 7 dans
lequel se trouve cet angle, ce qui se détermine a partir du signe du sinus et/ou du
cosinus. Icionasing < 0 et cos¢ > 0 donc ¢ € [—%, O]. On peut donc écrire ici :

¢ = —arctan Tw. On obtient finalement I’expression :
Ey
u(f) = ——==exp (j (wt — arctan 7))
. V1+ 722
et en notation réelle : E
0
u(t) = ——= cos (wt — arctan Tw)

V1+ 1202

On obtient beaucoup plus rapidement et beaucoup plus aisément la solution déter-
minée au début de ce chapitre. Cela montre I'intérét de I'utilisation de la notation
complexe pour I'étude des circuits en régime sinusoidal forcé.

4. Lois de Kirchhoff en notation complexe

4.1 Validité des lois du continu pour le régime sinusoidal

La premiere chose a faire est de justifier que les lois et les théorémes vus lors de I’étude
du régime continu restent valables en régime sinusoidal.

Cette justification repose entierement sur lapproximation des régimes quasi-
stationnaires et sur la linéarité des équations comme cela a déja été souligné précédem-
ment. Dans le cadre de cette approximation, on néglige les phénomenes de propaga-
tion pour l'intensité et la tension. Cela revient a dire qu’une modification de I'intensité
a une extrémité d’un fil de connexion se transmet instantanément a l'autre extrémité.

On peut donc énoncer 'ensemble des lois et des théoremes déja vus dans le cadre du
régime continu pour le régime sinusoidal. 11 suffit de remplacer les grandeurs par les
grandeurs instantanées correspondantes.

4.2 Loi des noeuds

Soit un nceud N, point de concours de n
courants i1(f), i (f), ... i,(f). On accepte que
les sens conventionnels des intensités puissent
partir ou arriver du neeud : on pose €, = *1
en fonction du sens conventionnel choisi pour

la branche k. Figure 15.8 Loi des nceuds.
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En régime continu, on écrivait :

n
E Ekik =0
k=1

Lois de Kirchhoff en notation complexe

qui se traduit en valeurs instantanées dans le cas des régimes variables par :

Z € ir(H) =0
k=1

Or i (f) en régime sinusoidal peut s’obtenir a partir de la grandeur complexe associée :

ik(f) = Re (ix(t)).

On en déduit : Z Re (eki_k(t)) =0.
k=1

D’apres la remarque du paragraphe 3.1, les grandeurs complexes vérifient la méme

équation, 2 savoir :
n

> e () =0

k=1

Les courants ayant tous méme pulsation, on peut simplifier cette équation par

exp (jwf). On obtient :

n

Zeklk =0

k=1

I1 s’agit de la loi des nceuds traduite en notation complexe pour les signaux sinusoi-

daux.

4.3 Loi des mailles

Soit une maille constituée de n branches.
En régime continu, on écrivait :

n

Zuk:O

k=1

qui se traduit en valeurs instantanées dans le cas
des régimes variables par :

n

> ) =0

k=1

up 25
usz ‘
Uy ‘
us

Figure 15.9 Loi des mailles.
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Or u(f) en régime sinusoidal peut s’obtenir a partir de la grandeur complexe associée :

ue(f) = Re (u(t)).

n
On en déduit : E Re (%(t)) =0.
k=1
Pour les mémes raisons qu’avec la loi des nceuds, on peut écrire a chaque instant :

n

Y () =0

k=1

Les tensions ayant tous méme pulsation, on peut simplifier cette équation par

exp (jwt). On obtient :
D U =0
k=1

Il s’agit de la loi des mailles traduite en notation complexe pour les signaux sinusoi-
daux.

4.4 Lois de Kirchhoff

Les lois de Kirchhoff ont donc la méme formulation en notation complexe pour
les signaux sinusoidaux qu’en notation réelle pour le régime continu. En effet, la
méthode des mailles (respectivement la méthode des nceuds) qui permet de déter-
miner l'intensité dans toutes les branches (respectivement la tension entre tous les
couples de nceuds) repose uniquement sur 'expression de lois des nceuds et/ou de
lois des mailles.

I1 suffit donc d’utiliser la notation complexe pour avoir la résolution correspondante
dans le cas sinusoidal : on détermine les amplitudes complexes des intensités dans
les différentes branches (respectivement les amplitudes complexes des tensions aux
bornes des différents dipdles) d’un réseau de dipoles linéaires a partir de la méthode
des mailles (respectivement de la méthode des nceuds).

5. Impédance et admittance complexes

5.1 Modéles de Thévenin et de Norton

Au chapitre 2, on a défini de maniére générale un dipole linéaire comme un dipdle
dont l'intensité i(f) qui le traverse et la tension u(f) a ses bornes sont reliées par une
relation différentielle linéaire a coetficients constants :

L

d*u d'i
Z e + Z bl@ =)

k=0 I=1
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Impédance et admittance complexes

Ici on est en régime sinusoidal donc f(f) = F cos (wt + ¢).

Compte tenu de la linéarité des équations diftérentielles, il est parfaitement justifié
d’adopter la notation complexe.

La dérivation d’une grandeur complexe revenant a la multiplier par jo, la relation
précédente peut donc s’écrire sous la forme :

K L
D (o) ult) + > bi () i) = £ (1)
k=0 =1
soit :
L
by (jw)'
o =M
u() = - i
Yo a(o) Y o)
k=0 k=0

qu’on peut noter :

u(r) = E(1) — Zi(1)
Cette expression est analogue 2 u = E — Ri qu’on a pu utiliser en régime continu.
On obtient ainsi le modeéle de Thévenin du dipole linéaire en notation complexe.

Par la méme transformation que celle utilisée en régime continu, on obtient le modele
de Norton du méme dipdle linéaire :

i) =) — Yu(i)  avec Y=

INT =

5.2 Définition de l'impédance et de 'admittance complexe pour un dipéle
linéaire

a) Impédance complexe

On définit Z comme impédance complexe du dipole considéré.

Dans le cas des modeles de Thévenin et de Norton précédents, il s’agit de 'impédance
interne des générateurs.

Pour les autres dipoles linéaires pour lesquels E(f) = 0, on obtient une « relation de
proportionnalité » en notation complexe :

Uexp (jwf) = Z Lexp (jwl)
soit

g:

IN

I (15.1)
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analogue a u = Ri pour une résistance.

u(t)

Figure 15.10 Représentation d’'une impédance.

Ce type de relation avait disparu dans la généralisation de la définition d’un dipdle
linéaire a I'aide d’une équation diftérentielle. La notation complexe permet de retrou-
ver la méme forme en introduisant ’équivalent complexe de la résistance : 'impé-
dance.

» Remarque : Cette relation est également valable pour les grandeurs complexes asso-
ciées u(t) = Uexp (jo,) exp (jwt) et i(t) = lexp (je;) exp (jot) :

u(t) = Zi(t) (15.2)

Ces deux relations (15.1) et (15.2) portent le nom de loi d’Ohm complexe.

b) Admittance complexe

De la méme facon que 'on a défini la conductance comme l'inverse d’une résistance,
on appelle admittance complexe I'inverse de 'impédance complexe. Habituellement on
la note :

Y =

INT—

5.3 Impédance et déphasage

L'impédance complexe peut s’écrire comme tout complexe sous la forme :
Z = Zexp (jh)

On appelle impédance la grandeur Z (réelle) correspondant au module de I'impédance
complexe Z. Il faut faire particulierement attention aux quantités qu’on manipule et
savoir a tout moment s’il s’agit d’'une grandeur complexe ou d’une grandeur réelle.

On peut noter que :

U Uexp(e,) U .
ZZTZL(I_—CXP(](%—%))

Iexp (o) T
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Impédance et admittance complexes

donc I'impédance Z est le rapport des amplitudes de la tension et de I'intensité :

De méme, 'argument ¢ de Z est égal au déphasage de la tension u par rapport a
I'intensité i :
lp =@y — @i

On note que la connaissance de l'intensité (respectivement de la tension) complexe
et de 'impédance complexe permet de déterminer complétement la tension (respec-
tivement de l'intensité) complexe.

5.4 Résistance et réactance
On peut également utiliser I’écriture d’'un nombre complexe sous forme partie réelle

- partie imaginaire :

Z=R+jX=Zcosp+jZsiny

On appelle :
o résistance la grandeur :

R = Zcosy
e réactance la grandeur :

X =Zsiny

5.5 Exemples d'impédances

Dans tout ce paragraphe, on utilise la convention récepteur. Si on a besoin de la
convention générateur, il suffit d’ajouter un signe — aux relations qui vont étre don-
nées.

a) Résistor de résistance R

La relation temporelle instantanée u(f) = Ri(f) s’écrit en notation complexe
u(t) = Ri(f), ou encore : U = R]I.

Par identification, on en déduit que 'impédance complexe d’une résistance est réelle
et vaut :
Z=R

On remarque qu’une résistance n’introduit pas de déphasage entre u(f) et i(f).
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Chapitre 15 — Circuits linéaires en régime sinusoidal forcé

b) Bobine d'inductance L

On considére une bobine dont on néglige la résistance interne, on ne s’intéresse qu’a
linductance dont la relation instantanée entre intensité et tension s’exprime par :

di ) . .
u(t) = La ce qui se traduit en notation complexe par : u(f) = jLwi(f), ou encore

par: U = jLwl. On en déduit 'impédance complexe :
Z=jLo

Il s’agit d'une impédance imaginaire pure : on parle de réactance pure. L’argument
vaut 7 et I'intensité et la tension seront en quadrature de phase, la tension étant en
avance sur l'intensité.

En basse fréquence, 'impédance d’une bobine tend vers O : la bobine est donc équi-
valente a un fil.

En haute fréquence, I'impédance d’une bobine tend vers +o0o : la bobine est donc
équivalente a un interrupteur ouvert.

c) Condensateur de capacité C

. } ) du i
On considére un condensateur de capacité C. La relation i(f) = C 3 € traduit en

1
notation complexe par : i(f) = jCowu(f) soit u(f) = ——i(f) ou encore par U = ——1.
jCw jCw
On en déduit 'impédance associée
1
L= =
JjCw

L’impédance est également imaginaire pure avec un argument de —7. L’intensité est
en quadrature avance sur la tension. Il s’agit encore d’une réactance pure.

En basse fréquence, 'impédance d’un condensateur tend vers +00 : le condensateur
est équivalent 4 un interrupteur ouvert.

En haute fréquence, I'impédance d’un condensateur tend vers O : le condensateur est
équivalent 4 un fil.

Pour ces trois dipoles, on retrouve bien une relation linéaire en complexe, ce qui
justifie, si besoin était, leur classification dans les dipdles linéaires.

5.6 Association de dipdles linéaires

On a vu que les lois de Kirchhoft étaient valables en notation complexe. On va donc
déterminer les relations d’association de dipdles en notation complexe par analogie
avec l'association de résistances en régime continu.
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Impédance et admittance complexes

a) Association en série

Soient n impédances notées

, , . Z Z Z,
Z, placées en série. ;i = — =
=k i e I _—]T
s L L. . , T T
L’association en série d’'impé-
dances est une impédance qui i ) i3

s’obtient comme la somme des
impédances :
Figure 15.11 Association en série dimpédances.
Z:Z1+ZZ++Z,,,

autrement dit, associées en série, les impédances s’ajoutent.

b) Association en paralléle
Soient n impédances notées Z, placées en parallele.

Lassociation en paralléele d’impédances est une impédance dont la valeur s’obtient
comme l'inverse de la somme de l'inverse des impédances :
1 1 1 1

— =t —t .t —
Z  Zy 4 Z

n

ou encore
Y=Y, +Y,+...+Y,

autrement dit, associées en parallele, ce sont les admittances qui s’ajoutent.

Figure 15.12 Association en paralléle d'impédances.
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6. Loi des nceuds exprimée en termes de potentiels

6.1 Expression de la loi des neeuds en termes de potentiels
Soit un nceud N ou convergent plusieurs branches indicées par k, constituées

de dipoles linéaires passifs d’impédance complexe Z, ou d’admittance complexe

Y, = —.
X, Z

Figure 15.13 Loi des nceuds en termes de potentiels.

La loi des nceuds en N s’écrit :
E i, = 0
k

ou i, est 'intensité complexe circulant dans la k-iéme branche orientée convention-
nellement vers le nceud N.

Or
Ve—Vn

Zy,
en convention récepteur et en notant 17, le potentiel complexe du point Ay et
celui du nceud. La loi des nceuds devient :

V.-V
; kgk N _

i =

Il s’agit de la loi des noeuds exprimée en termes de potentiels.

6.2 Complément : théoréme de Millman

On peut en déduire une autre formulation qui pourra étre utile notamment dans les
montages a amplificateurs opérationnels qui seront vus ultérieurement.
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Loi des nceuds exprimée en termes de potentiels

a) Démonstration du théoréme de Millman

A partir de la relation établie au paragraphe précédent, on peut écrire :

Y 1
27 ez

e =

puis :

ou en utilisant les admittances complexes :

PR AL
Vy=—

VN — ZXk
k

Ce résultat porte le nom de théoreme de Millman qui est simplement une reformula-
tion de la loi des nceuds en termes de potentiels.

b) Généralisation du théoréme de Millman

A partir de ce qui vient d’étre fait, il est possible de proposer sans difficulté une
généralisation de ce théoréme au cas ou on aurait des sources idéales de courant
complexe connectées au nceud N. Il faut alors tenir compte des intensités complexes
liées a ces sources idéales de courant dans I’écriture de la loi des nceuds.

Figure 15.14 Théoréme de Millman généralisé.
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Chapitre 15 — Circuits linéaires en régime sinusoidal forcé

On distingue les branches ot on a un générateur idéal de courant I, de celles ot on a
une impédance Z;. Dans la suite, les intensités j sont considérées comme algébriques :
elles peuvent arriver ou partir du nceud. Il faudra en tenir compte en mettant en signe
— devant les intensités quand le courant part du nceud.

La loi des nceuds s’écrit alors :
Y-
i 5, =0
1 k
Or comme précédemment :

. Vi—=Vy
Zl:ﬂ:z/: lg, N

et:
1

Vv
T Ti-Tg s Ty
soit :
DTS SIS SEAED )
Vi = 1k 1 k
Z 2.

Il s’agit donc du théoreme de Millman généralisé ou on prend en compte TOUTES
les intensités complexes qu’elles soient issues d’une source idéale de courant ou
qu’elles correspondent a un courant dans une impédance.

La conséquence immédiate de cette remarque est I'impossibilité d’utiliser ce théoreme si I'in-
tensité complexe du courant dans une seule branche est inconnue, sauf s'il s'agit de déter-
miner cette inconnue. Cela pourra poser un probléme pour les sources idéales de tension
dont on ne sait pas quelle intensité les traverse et a la sortie des amplificateurs opérationnels
ou on ne connait pas a priori I'intensité du courant sortant du composant.

7. Régime sinusoidal forcé et régime transitoire

7.1 Rappels sur les définitions

On a vu précédemment que la réponse d’un systeme linéaire, décrit par une équa-
tion diftérentielle linéaire a coefficients constants, a une excitation quelconque est la
somme de la solution générale de I’équation différentielle homogene associée a I'équa-
tion diftérentielle (c’est-a-dire a second membre nul) et d’une solution particuliére.
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Régime sinusoidal forcé et régime transitoire

La solution générale de I’équation homogene associée décrit le régime libre tandis que
la solution particuliére correspond au régime permanent. Le régime libre a été étudié au
cours de la premiere période. Dans ce chapitre, on s’est intéressé a la recherche d’une
solution particuliere dans le cas ou I'excitation est sinusoidale. On appelle régime forcé
la réponse en régime permanent a une excitation de type sinusoidale ou pouvant s’y
ramener par décomposition en série de Fourier comme on le verra dans un chapitre
ultérieur.

On rappelle que le régime libre d’un systéme est la réponse de ce dernier en I'absence
de toute excitation.

7.2 Régime transitoire et régime forcé

Lobtention du régime forcé, comme celle de tout régime permanent, n’est pas ins-
tantanée. On observe toujours un régime transitoire entre deux régimes permanents
qu’ils soient continus, forcés ou autres. On retiendra donc que ces deux régimes
permanent et transitoire sont toujours présents et qu’il faut bien les distin-
guer.

Le régime permanent correspond a la solution particuliere sinusoidale, le régime libre
a la solution générale de I’équation homogene associée. La solution générale est la
superposition de ces deux régimes. Tant que le régime libre n’est pas négligeable
devant le régime permanent, on parle de régime transitoire.

Les figures suivantes donnent le comportement du régime libre et du régime transi-
toire lors de I’établissement d’un régime permanent sinusoidal pour les mémes valeurs
des composants.

002 001 001 002 003 004 005  -002 0,01 \771 W2 [\73 \74 \;,05
t

(2)

=

Figure 15.15 Circuit R, C avec R =1 kQ) et C =1 uF : (a) régime libre et (b)
établissement d’un régime sinusoidal d'amplitude 1 V et de fréquence 100 Hz.
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b T
3 3]
2 2l

0,005 0 v V70,005 0,01 0,015 0,02 0,005 0 owi,m OWOZ
t t
i -1

(@) (b)

-0,005 0,005 0,01 0,015 0,02 -0,005 0 0,005 01 0,005 ,02
t t
14

(© (d)

-0,005 0 0,005 0,01 0,015 0,02 -0.005 0 0-00\/0-;ﬂ 0-01\/0-02
t

() ®

Figure 15.16 Circuit R, L, C avec L =20 mH et C = 1 uF : (a) régime libre pour
R =50 (), (b) établissement d'un régime sinusoidal d'amplitude 1 V et de fréquence
100 Hz pour R = 50 Q, (c) régime libre pour R = 283 (), (d) établissement d'un régime
sinusoidal d'amplitude 1 V et de fréquence 100 Hz pour R = 283 (), (e) régime libre pour
R =1 kQ, (f) établissement d'un régime sinusoidal d'amplitude 1 V et de fréquence
100 Hz pour R =1 k Q.

On constate donc que le régime transitoire est tres court, ¢’est la raison pour laquelle
on peut le négliger lorsqu’on étudie le régime permanent. Il ne faut cependant jamais
oublier son existence.
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Stabilité des circuits du premier et du second ordre (PCSI)

7.3 Importance du régime transitoire : exemple des tubes fluorescents

Les tubes d’éclairage courants sont
des tubes fluorescents contenant un

starter

gaz qui n’est conducteur que lors-

qu’il est ionisé. La tension nécessaire U

a I'ionisation du gaz (600 V a 700 V)

est supérieure a la tension sinusoidale § tube fluorescent g
d’alimentation (240 V). On constate S /
que P'allumage de ces tubes n’est pas cathodes
immédiat comme c’est le cas pour thermoémissives

les ampoules a filament. Ceci s’ex- ballast interrupteur
plique par le régime transitoire pré- du secteur EDF

cédent le régime permanent a savoir

Péclairage par les tubes. Figure 15.17 Modéle du tube fluorescent.

Le tube fluorescent peut étre modé-
lisé par la figure 15.17. 1l est constitué du tube, d’une bobine appelée ballast, du tube
d’éclairage et d’un interrupteur automatique appelé starter.

Lallumage du tube se déroule suivant la séquence suivante.

1. Ala fermeture du circuit (lorsqu’on ferme Uinterrupteur pour allumer la lumieére),
le starter se ferme quasiment immeédiatement.

2. Aprés quelques secondes, le starter s'ouvre automatiquement, ce qui provoque
une surtension aux bornes de la bobine. La tension aux bornes du tube devient
alors suffisante pour ioniser le gaz et le rendre conducteur.

3. Le circuit est alors fermé par le tube dont le gaz ionisé émet la lumiere.

Ce sont les quelques secondes nécessaires 4 ouverture du starter qui explique Pallu-
mage retardé du tube.

8. Stabilité des circuits du premier et du second ordre (PCSI)

8.1 Stabilité d'un circuit

On dit qu’un systeme est stable si au bout d’un temps plus ou moins long, son évo-
lution est celle d’'un régime permanent. Cela signifie que le régime libre disparait au
sens ou son amplitude tend vers 0.

8.2 Stabilité des circuits du premier ordre

Ces systemes sont décrits par une équation diftérentielle du premier ordre dont I’écri-
ture générale est :

ds
— 4+ bs=0
ap +bs
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On notera que seul le régime libre est utile pour I'analyse de la stabilité et qu’il n’est
donc pas nécessaire de tenir compte de la présence d’un éventuel second membre. La

solution est de la forme : )
s= Spexp (——t)
a

Cette solution tend vers 0 4 condition que a et b soient de méme signe pour que
lexponentielle soit réellement décroissante. Sinon, la solution tend vers & oo selon le
signe de Sy, ce qui n’a pas de réel sens physique. Dans la réalité, il existe un phéno-
mene de saturation lié aux non-linéarités qui apparaissent pour des amplitudes impor-
tantes.

Si on revient sur les exemples des circuits R, L et R, C étudiés au chapitre 3, on note
que les coefficients de I’équation différentielle sont de méme signe et que le systéme
est stable. C’est tout a fait conforme a ce qu’on a trouvé lors de I’étude de la réponse
a un échelon.

Un circuit du premier ordre est stable si les deux coefficients de ’équation diffé-
rentielle homogeéne associée sont de méme signe.

8.3 Stabilité des circuits du second ordre

Comme pour les circuits du premier ordre, on peut déterminer les conditions pour
qu’un systeme décrit par une équation différentielle du second ordre soit stable. La
définition est toujours la méme : on cherche a obtenir un régime libre qui disparait
au bout d’un temps plus ou moins long au sens ou son amplitude tend vers O.

On s’intéresse ici aux systémes du second ordre dont I’équation différentielle s’écrit :

b a—o
e 0T

L’équation caractéristique associée est :
2 —
ar-+br+c¢=0

et son discriminant vaut : A = b* — 4ac.

_ —b=EjV4ac—
"= 2a
On a dans ce cas des solutions sinusoidales modulées en amplitude dont la pulsa-
tion est donnée par la partie imaginaire de la solution de 1’équation caractéristique.
Leur amplitude est modulée de facon exponentielle : elle est proportionnelle a
exp (_2%0' Le systeme sera stable si 'amplitude tend vers 0 ou encore si 'argu-
ment de 'exponentielle est négatif. Ce sera le cas si a et b sont de méme signe.

e SiA < 0alors:
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Stabilité des circuits du premier et du second ordre (PCSI)

e SiA=0alors: ;

2a
et on obtient la méme condition que dans le cas précédent pour les mémes raisons.

e SiA > 0alors:
—b b — dac
=
2a

Les solutions de I’équation diftérentielle sont donc des exponentielles qui doivent
tendre vers O pour assurer la stabilité du systéme : argument des exponentielles

r =

doit étre négatif.

o Siaetcsont de méme signe, v/ b> — 4ac < b et le numérateur est du signe opposé
ab.
¢ Siaetbsont de méme signe, r < 0 et le systéme est stable,
¢ Siaetbsont de signe opposé, r > 0 et le systeme est instable.

o Siaetcsont de signe opposé, alors —b++/b> — 4ac > 0 et le systéme est instable.

Un systeme du second ordre est stable lorsque tous les coefficients de ’équation
différentielle homogene associée sont de méme signe.

On remarquera que si les coefficients ne sont pas tous de méme signe, il est possible
que le systeme soit stable a condition que la recherche des constantes d’intégration
conduise a obtenir un coefficient nul pour la fonction instable.
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A. Applications directes du cours

D Equivalence de deux dipdles

L
— YT
L R’
/YTYN 1 I
R

Figure 15.18

On travaille en régime sinusoidal de pulsation w.

1. Pour quelles valeurs de R’ et L', a-t-on I'équivalence des montages série et paralléle repré-

sentés ci-dessus ?

L/
2. Pour quelle(s) valeur(s) de la fréquence a-t-on A- R ?
D Lois générales en régime sinusoidal
Soit le montage :
Iy
-
L RI
T

Figure 15.19

Déterminer le courant parcourant la résistance R en appliquant :
1. les équivalences entre modeles de Thévenin et de Norton,

2. le théoréeme de Millman. I R

D Courant et tension en phase E1 C) c =
On veut que le courant parcourant R; soit en phase

avec la tension aux bornes du générateur.

Quelle est la condition a vérifier pour qu’il en soit ainsi

en régime sinusoidal ? Figure 15.20
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B. Exercices et problémes

D Etude de Pimpédance d’un quartz piezoélectrique, d’aprés ENSTIM 2004

Le schéma électrique simplifié d’un quartz est donné sur

la figure (15.21). On néglige sa résistance R. On donne ‘ ’ Cp
L =500mH; Cs = 0,08 pF et Cp = 8 pF. A ‘ ’ B
1. a) Calculer 'impédance complexe du quartz vue entre
les bornes A et B et la mettre sous la forme : C
7 s
w2
2 j = w? Figure 15.21
=BT aw w?
!
ou j est le nombre complexe tel que 2 = —1, et @, , et w, sont i déterminer.

Montrer aussi que w? > @?

b) Calculer les valeurs numériques des fréquences f, et f, correspondant aux pulsations w, et
;.

2. a) Etudier le comportement inductif (partie imaginaire positive) ou capacitif (partie ima-
ginaire négative) du quartz en fonction de la fréquence. Représenter I'argument de Z,; en
fonction de .

b) Tracer l'allure de Z45 = |Z 45
de la fréquence.

, module de I'impédance complexe du quartz, en fonction

c) Comment est modifiée cette courbe si on tient compte de la résistance de la bobine ?

D Adaptation d’impédance, d’aprés Polytechnique 2004

Un dipdle électrocinétique linéaire passif est, en régime sinusoidal permanent, caractérisé par
son impédance complexe Z = R + jX.

Le systeme étudié (réacteur a plasma) est modélisé par un L
circuit série Rp — Cp. On veut diminuer au maximum la
partie imaginaire (appe'lée par.tie réactiue) de cette impédance Rp
Zp. Pour cela, on réalise le circuit de la figure (15.22). u(t) T c
Cl)

1.  Exprimer l'admittance totale Y du dipole de la
figure (15.22). Déterminer 'expression de C qui annule

la partie réactive de Zp. Figure 15.22

2. La condition précédente étant réalisée, déterminer I'expression de I'impédance Z totale du
dipdle, notée alors R;.

B Impédance itérative, d’aprés ICNA 2000

Le circuit de la figure (15.23) est alimenté entre ses bornes "d’entrée" A et B par un générateur
qui délivre a I'instant ¢ la tension u,(f). Cette tension, sinusoidale, a pour amplitude complexe
U,, et pour pulsation w.
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Chapitre 15 — Circuits linéaires en régime sinusoidal forcé

Figure 15.23

"En sortie", entre les bornes Ay et By, est placé un dipole D d’'impédance complexe Z.

1. Calculer en fonction de L, C, w et Z 'impédance complexe Z, du circuit vue entre les
bornes A et B (impédance d’entrée).

2. En déduire la valeur de Z pour laquelle Z, = Z (appelée alors impédance itérative).

3. a) Ondonne L =1mH et C = 0,2 uF. Montrer que pour les hautes fréquences (estimer
une limite inférieure), on peut considérer que la ligne est purement résistive (équivalente a une
résistance R)

b) Calculer le valeur de la résistance R.

4. Examiner le comportement du circuit pour @ = 0 et @ — +00.

D Couplage par induction

Les deux circuits sont couplés par induction avec M comme coefficient d’induction mutuelle,

C . o . di .
ce qui signifie que la bobine du circuit & induit une tension M d—a aux bornes de la bobine
t

du circuit B.

Ry R,
cC, —— I G
L1 ‘ ‘ L2
[ IR~
N
- M

u
Figure 15.24

1. Ecrire les équations différentielles relatives aux charges ¢; et ¢» dans chaque circuit.

2. On cherche une solution sous la forme de charge oscillant a la méme pulsation w dans
chaque circuit. En déduire le systéme de deux équations a deux inconnues permettant d’ob-
tenir I'expression complexe des charges complexes associées.
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1
3. On pose X = Lw — ——. Déterminer 'expression des courants sous forme complexe en

)
fonction de M, w, X, R et Pamplitude U de la source de tension.

4. En déduire Pamplitude des courants.

B Etude d’un circuit en régime sinusoidal, d’aprés ICARE PSI/PT 1999

1. On considére le dipole constitué d’une résistance R en parallele avec une capacité C.
Déterminer la résistance R’ et la capacité C’ qui, en série, ont la méme impédance que ce
dipdle pour une pulsation @ donnée de la tension appliquée.

A . _ R C )
2. Tracer sur un méme graphique les courbes représentatives de — et — en fonction du
R

[ 1

rapport — ou wy = ——.

PP w RC
3. On considére désormais le dispositif constitué de 1'asso-
ciation en série des dipoles formés d’une résistance R et d’une R
capacité C respectivement associées en série et en paralléle.
On alimente I’ensemble par une tension sinusoidale e(f) d’am- c
plitude E, de pulsation @ et de phase initiale nulle. (1) 1<>

, . u . /o .
Déterminer le rapport = ou u(f) désigne la tension aux bornes
e

de l'association en parallele de R et C. Méme question pour

v(f) la tension aux bornes de I'association en série de R et C.
4. Exprimer I'amplitude de u. Figure 15.25

5. Tracer et justifier I'allure du rapport entre 'amplitude de u et celle de e en fonction de la
pulsation w. On donnera toutes les valeurs particuliéres.

6. Exprimer le déphasage de u par rapport a e.

7. Tracer et justifier I'allure du déphasage de u par rapport a e en fonction de la pulsation w.
8. Déterminer l'intensité complexe circulant dans le générateur.

9. Etudier le déphasage de I'intensité par rapport 3 ¢ en fonction de la pulsation .

10. On branche les deux bornes extrémes d’un potentiometre en parallele avec le générateur
et on relie la borne intermédiaire via un voltmeétre a la connexion entre les associations en série
et en paralléle de R et C. On souhaite que le voltmeétre indique une tension nulle. Pourquoi
choisit-on de se placer a la pulsation wg ?

11. Déterminer la position qu’il faut donner au potentiometre pour que le voltmetre indique
une tension nulle.
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1 6 Circuit R, L, C série
en régime sinusoidal
forceé et résonances

1. Circuit R, L, C série soumis a une excitation sinusoidale

1.1 Différentes tensions et montages correspondants

Le circuit étudié dans ce chapitre est constitué d’un résistor de résistance R, d’une
bobine d’inductance L et d'un condensateur de capacité C associées en série. Suivant
le dipdle aux bornes duquel on étudiera la tension, on rencontrera plusieurs types de
comportements.

a) Tension aux bornes du condensateur

Aux bornes du condensateur, on aura ! L R
une image de sa charge ou de la primi-
tive de l'intensité : e e
cT M

q [,
we=— ou uc=— [ idt
C C /
Figure 16.1 Tension aux bornes de C.

b) Intensité ou tension aux bornes de la résistance

Aux bornes du résistor, on aura une i L C
image de l'intensité : Y } }
Up = Ri e R UR

Figure 16.2 Tension aux bornes de R.



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

Circuit R,L,C série soumis a une excitation sinusoidale

c) Tension aux bornes de la bobine

i R ﬁ
Aux bornes de la bobine dont on néglige - 1
la résistance interne, on aura une image I
. .. ., e u

de la dérivée de l'intensité : L

di

up = L— .
dt Figure 16.3 Tension aux bornes de L.

On aura 'une ou lautre des situations suivant les positions relatives des composants
et notamment I'endroit ou la masse du circuit sera imposée par le G.B.F. ou 'oscil-
loscope généralement reliés a la terre (Cf. chapitre sur 'instrumentation électrique).
Ainsi le dip6le aux bornes duquel on veut étudier la tension devra avoir une borne
commune avec le générateur, cette borne sera la masse du circuit (le plus souvent
reliée a la terre).

1.2 Equation différentielle

a) Relative a la tension aux bornes du condensateur

L’écriture de la loi des mailles dans le circuit donne :

di
e=L—+Rituc (16.1)
dt
. . - . , o , duc
Or la relation entre intensité et tension aux bornes d’une capacité est : i = C e
ce qui permet d’en déduire I'équation différentielle vérifiée par uc aux bornes du
condensateur :
LCdzMC i Rcdl/tc n
e= — Tuc
dr? de
ou encore : 5
d*u R du u e
c | Rdue  we _ ¢ (16.2)
dr L dt LC LC
b) Relative a lintensité ou a la tension aux bornes de la résistance
9 ) : o - 1z : : : d’/lc
Lintensité s’obtient par dérivation du uc et utilisation de la relation i = C e On

dérive donc I’équation différentielle obtenue précédemment par rapport au temps :

Puc N R d%uc N 1 duc 1 de
d® L d? LC dr LCdr

. dMC i
soit en remplagant ar par o :
d*> Rdi i 1 de
—t -t — = ——
d? Ldt LC Ldt

(16.3)
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c) Relative a la tension aux bornes de la bobine
La tension aux bornes de la bobine s’obtient en dérivant I'intensité i et en la multipliant

di .
par L : uy = L—. En procédant comme au paragraphe précédent, on en déduit

I’équation diftérentielle vérifiée par uy :

Pug | Rdup up e
dr? L dr LC df?

1.3 Régime transitoire et régime forcé

On a déja montré au chapitre précédent (Cf. figures 15.16) que la réponse du circuit
a une excitation sinusoidale est la somme de la solution générale de I’équation diffé-
rentielle homogene associée a ’équation différentielle et d’une solution particuliere.
La premiére décrit le régime libre étudié en premieére période et la seconde le régime
permanent ou régime sinusoidal forcé qui subsiste quand le régime libre s’est annulé.

1.4 Passage a la notation complexe

Pour la recherche du régime sinusoidal forcé, on a vu au chapitre précédent l'in-
térét de l'utilisation de la notation complexe : cette approche permet de remplacer
la résolution d’une équation différentielle par celle d’une équation algébrique sur le
corps des complexes. Il s’agit d’une simplification importante pour la résolution du
probléme.

a) Expression de lintensité et de la tension aux bornes de la résistance
En notation complexe, I’équation diftérentielle (16.3) s’écrit :

1 e

R ,
(jw)zl' + zjwi + SN jwe soit i= , T )

LC L

On obtient directement cette équation en traduisant I'équation (16.1) en notations com-
plexes grace aux impédances complexes.

On a I'habitude d’introduire la pulsation @, et le nombre sans dimension Q définis
1 /L
wg=—etQ=—4/—=.1T ion de I'intensité 1 devient alors :
par w Jic et Q 2V expression de l'intensité complexe devient alors
e

R(1+(2-2))

i:
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Résonance en intensité

On en déduit Pexpression de la tension complexe aux bornes de R :
_ Re e
HR L= . 1
R+](La)—a) 1+JQ<M'_%>

[0

b) Expression de la tension aux bornes du condensateur

La tension aux bornes du condensateur s obtient alors facilement par :

[N

[4
T 0Ce ~ (1-LCw?) +jRCw

soit en fonction de Q et w :

c) Expression de la tension aux bornes de la bobine

De méme, la tension aux bornes de la bobine est :

oo JLwe
R+ (Lw - )
Cw
2
2 —5¢

. —LCw~e _ ;)
1—-LCw?+jRCw o 1w
wy Q w

2. Résonance en intensité

On étudie I'intensité en fonction de la fréquence. Son expression complexe est :

e [4

S :R(HJ‘Q(Q%*%))

2.1 Etude de U'amplitude

L’amplitude est le module de l'intensité complexe soit :

, E
I=|i|= = -
\/R2+ Lw——) \/1+Q2< _w)
wq w

en notant E 'amplitude de la tension sinusoidale imposée e(f).
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On étudie les variations de I en fonction de la fréquence f ou de la pulsation w = 27f.

On remarque que x — —= est une fonction strictement décroissante donc les varia-

NG

1 \2
tions de I sont opposées a celles de f(w) = R> + (La) — C—> .
®

On peut remarquer que Vo, f(w) > R? et que :

e quand w tend vers 0, f(w) tend vers +00 comme qui est le terme prépon-

C2w?
dérant en 0 ;

e quand w tend vers +00, f(w) tend vers +0o comme L?w? qui est le terme prépon-
dérant a 'infini.

1 2

La fonction f passe donc par un mini-

VLC

On en déduit donc que :

TN

mum en wy =

e l'amplitude I de l'intensité admet un

E
maximum qui vaut g pour la pulsa-

tion @ = wy; on dit quil y a réso-

. ;. e
nance en intensité. En effet, par défini- wo ®

tion, le phénomene de résonance cor-
respond a Pexistence d’un maximum
de la quantité étudié en fonction de la
fréquence (ou de la pulsation).

Figure 16.4 Résonance en intensité.

wy est appelée pulsation de résonance en intensité ou pulsation propre du circuit.
e Lamplitude I de l'intensité croit pour @ < w et décroit ensuite.

Les valeurs limites sont les suivantes :

e quand w tend vers 0, f(w) ~ donc I ~ CwE et tend vers 0; la tangente a

2 2
®
l'origine a une pente non nulle, égale a CE ;

e quand w tend vers +00, 'amplitude I de I'intensité tend vers O ;

° dw=wy = —.
quan 0 R

2.2 Etude du déphasage
Le déphasage ¢ entre i(f) et e(f) est :

¢ = Arg(i) — Arg(e) = Arg (1/R) — Arg (1 +iQ <ﬂ _ @))

wo w
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¢ =—Arg (1 +jQ <a% - %)) =y

< s w )
ou ¢ = Arg QavecQzl—i-JQ(——_).
w w

La détermination de Pargument s’obtient en calculant sa tangente et en précisant
I'intervalle de longueur 7 auquel il appartient. Le deuxiéme point est fondamental :
la tangente étant m-périodique, on a une incertitude de 7 que la connaissance de
I'intervalle auquel appartient 'argument permet de lever. La détermination de cet
intervalle se fait en étudiant les signes du cosinus et/ou du sinus de I'argument.

Dans le cas présent :

w w

tang = —tan iy = —Q(ﬁ — ﬂ)

La partie réelle de D est positive (alors que sa partie imaginaire change de signe suivant
T m T
les valeurs de w) donc cos ¢ est positif et ¢ € [*5, 5].

On peut établir que le déphasage est une fonction décroissante de .
D’autre part, les valeurs limites sont les suivantes :
e quand w tend vers 0, tan ¢ tend vers +0o donc comme ¢ € [—%, %], ¢ tend

m

vers 3 ;

e quand w tend vers +00, tan ¢ tend vers —oo donc comme ¢ € [—%, %], ¢ tend
vers —7 ;

e quand w = w, tan ¢ tend vers 0 donc comme ¢ € [—%, g} , ¢ tend vers 0.

Cette étude permet de donner 'allure du déphasage ¢ entre I'intensité et la tension
d’entrée en fonction de la pulsation o :

¢

(SIE]

w w

|
S5

Figure 16.5 Déphasage de la résonance en intensité.

Dans la suite, on n’utilisera plus que les expressions en fonction de Q et de wy, la
pulsation propre.
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2.3 Bande passante a -3 dB

On définit I'intensité en décibels' par :

iqg = 20log,, | 1

l’ref ’

ol i | est une intensité de référence, que 'on peut prendre égale 3 1 ampére.

On peut alors définir la bande passante 2 —3 dB comme 'ensemble des fréquences ou
des pulsations telles que

li(w)| > ™ (16.4)

S

Donc

1max

li(w)| > 2

car 201og, V2 ~ 3,0 dB. Ceci explique le nom de bande passante 3 — 3 dB.

= ldB 20 loglo ‘l'll"lX’ 20 10g1() \/5 - idB,max - 3
Lef

Pour la détermination de la bande passante, on utilisera plutot la définition (16.4) tout
en parlant de bande passante 3 —3 dB. Ici iy, = g, obtenue lorsque w = wy.

On cherche donc les pulsations w telles que :

E E

\/1 + Q2 (wo _ %)2 g V2R (16.5)

soit :

5 w w 2
& Q (———) ~1<0
W w

< (Q (a)2 - w%) - a)ow) (Q (a)2 - w()) + wow) <0

On remarque qu'il ne faut surtout pas développer le carré mais au contraire factoriser |'ex-
pression.

D’apres I'allure de la courbe I(w), il suffit de chercher les pulsations wy et w, (> 1)
pour lesquelles I'égalité est satisfaite. La bande passante sera [w1, w;].

'Létude des grandeurs en décibels sera faite dans le chapitre sur les filtres.
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On résout tout d’abord :
2 2
Q™ — wow — Qwy =0

Le discriminant vaut : A = w3 + 4Q*w] > 0, on a donc deux solutions réelles :

wo—wO\/1+4Q2 w0+w0\/1+4Q2
w1 = et w1y =
’ 2 Q » 2 Q
Seules les pulsations positives sont physiquement acceptables, on ne gardera donc que
la solution w2 = wy.

De méme, on résout :
Quw? + wyw — Qwi =0

Les solutions de cette équation sont :

—wy — wyr/1 +4Q2 . —wy + wo/1 +4Q?

Wy = et [O53%)

’ 2Q o 2Q

On ne garde que la solution positive @, = w;.

Les limites de la bande passantes sont donc :

—wo + wo/1+4Q wy + wor/1+4Q?

w = et wr =
2Q 2Q
La largeur de la bande passante est alors donnée par :
w L
Aw=w, —w = — =~
Q R

On dit que la résonance est aigué si la bande passante est faible et qu’elle est floue dans
le cas inverse.

2.4 Déphasage et bande passante

A la résonance, on a @ = wy soit un déphasage nul d’aprés les études précédentes.
Cela fournit donc un moyen facile pour déterminer expérimentalement la pulsation
de résonance : au lieu de chercher la valeur donnant un maximum de amplitude de
I'intensité, on cherche la valeur donnant un déphasage nul, par exemple en observant
une droite en représentation de Lissajous (Cf. chapitre sur 'instrumentation pour la
description de la méthode).

& La définition de la résonance n’est pas un déphasage nul mais un maximum de la quan-

tité étudiée. Ce n'est donc pas parce que, dans le cas de la résonance en intensité, on a
comme résultat remarquable que le déphasage est nul qu'il faudra en déduire qu'il s'agit de
la définition de la résonance.
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Pour chacune des limites de la bande passante, on a :

® pour wg :tan @ = Q(— — —)

1 soit Q1 = —
SO1 ,
1 I

w> [OX) R T
e pour wy :tangy = Q (— — —> = —1soit o = ——.
w ws 4

On dit que la bande passante peut également étre définie par des fréquences (ou
des pulsations) quadrantales, c’est-a-dire définissant une quadrature de phase entre les
deux grandeurs. Cela peut également fournir une méthode pour déterminer expéri-
mentalement les pulsations w; et w;. Elle est généralement moins pratique que celle
permettant la mesure de wq sauf dans le cas ou l'oscilloscope numérique affiche les
valeurs du déphasage entre les deux signaux.

2.5 Facteur de qualité et bande passante

. Wo . P -2
La relation Q = — peut constituer une définition du facteur de qualité. En rempla-
1

VLC

cant wg par et Aw par 7o retrouve les différentes expressions de Q :

L(U() 1 1 L

C=R “Rcm RrRVC

La résonance sera donc d’autant plus aigué que la bande passante sera faible et par
conséquent le facteur de qualité grand.

Elle sera d’autant plus floue que la bande passante sera grande et par conséquent le
facteur de qualité faible.

2.6 Facteur de qualité ou coefficient de surtension

I1 existe une interprétation physique du facteur de qualité.

On se place dans les conditions de la résonance en intensité, a savoir @ = y, et on
s’'intéresse a la tension aux bornes de la capacité ou de I'inductance.

Aux bornes de la capacité, la tension vaut :
i

E:jc—w

E
Or, pour w = w, i = — d’ou
|uc| (wo) = L
- RCC()Q
De méme, aux bornes de 'inductance :
up = jLoi
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donc
‘ ‘(w ) La)oE
" = —
ug | (wo R
Comme Lwy = , ces deux tensions sont égales :
Wo
g @) = @) = = = 0=
—LI O < RCw, R

Le facteur de qualité correspond alors au facteur de surtension défini par :

i

a 1?1 resonance en intensite __ ‘—C a 1’:1 resonance en intensite __ 1 J— Lw()

E E  RCw, R

Ce coefficient peut prendre des valeurs importantes pour un « bon » circuit. La ten-
sion aux bornes de la capacité et celle aux bornes de I'inductance peuvent devenir
importantes. On parle d’effet de surtension, d’ou le nom donné a ce coefficient. On
peut cependant noter qu’il est nécessaire, pour ne pas endommager le composant,
que la tension aux bornes de la capacité reste inférieure a la tension de claquage du
composant. Il est donc fondamental de procéder a un choix judicieux des valeurs des
composants en tenant compte de la tension maximale délivrée par le G.B.F.

Le facteur de qualité est donc une mesure :
e de la surtension aux bornes de la capacité et de 'inductance a la résonance,
e de I'acuité de la résonance,

et ce uniquement pour la résonance en intensité, comme on le verra dans le para-
graphe suivant.

Ce qu’il faut retenir :

Le phénomene de résonance en intensité correspond a I'obtention d’un maximum
d’intensité en fonction de la fréquence ou a un déphasage nul entre 'intensité et la
tension fournie par le générateur.

Cette résonance existe toujours quels que soient les parametres R, C et L du circuit.

La bande passante correspond aux fréquences pour lesquelles I'intensité est supérieure

. tmax
a

ou bien pour lesquelles I'intensité en décibels est supérieure a igp max — 3, ce qui

justifie la dénomination de bande passante 2 —3 dB. On reviendra sur ce point dans
un chapitre ultérieur.

Le facteur de qualité peut étre défini comme coefficient de surtension aux bornes de
la capacité ou aux bornes de I'inductance a résonance ou bien comme une mesure de
Pacuité de la bande passante. Il est important de se rappeler que le facteur de qualité
est un nombre sans dimension : ce sera le rapport de deux quantités homogenes que
sont ou bien la pulsation propre et la bande passante de la résonance en intensité, ou
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bien deux tensions. D’autre part, un bon facteur de qualité a une valeur importante et
correspond a une bande passante étroite : la bande passante sera donc au dénominateur
dans I'expression de Q.

3. Résonance aux bornes de la capacité
La tension aux bornes de la capacité vaut :

[ e - e
jCo  jCw (R+j(Lo — L)) (1 — LCw?) +jRCw

uc =

soit en fonction de wq et Q :

3.1 Etude de l'amplitude
E

‘Hc| = >
<1 a)2> N 1 w?
w} Q* w}

Pour étudier les variations de |u| en fonction de la fréquence, on étudie celles de :

> 2 1 w?

La fonction x — —= étant strictement décroissante, les variations de |u| seront
X

inverses de celles de f.

f’(w)—2< 2“’)(1 “’2>+2 @ —2“’(1 2+2w2>
3 ©j) TQoj  0j \Q &

2
® 1
La fonction f' (w) s’annule pour @ = 0 et pour 2— = 2 — Ioch Cette deuxieme
@y
1

. . . .
solution n’existe que si 2 > @ soit Q > —.

V2

On aura alors a distinguer deux cas :

1. s1 Q< % alors f/ (w) > 0 pour toute valeur de @ > 0, f est croissante et |uc|

décroissante ;

2. 51 Q > % alors f (@) > 0 pour w > @, = woq/1 — ZLQZ’ la fonction f est

décroissante de w = 0 2 w,. On note que w, < wy.

364



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

Résonance aux bornes de la capacité

L

7

On aura donc un maximum et un phénomeéne de résonance uniquement si Q >
L’étude des valeurs limites donne :

e quand w — 0, |uc| — E,

e quand w — +00, |u-| — 0,
e quand w — @, = Wy, /1 — ﬁ (lorsqu’elle existe) :
el E 2Q°E
ZC = =
1 1 402 —
¢ V!

en fonction du facteur de qualité”.

On remarque que la résonance aux bornes du condensateur n’existe pas toujours
contrairement a la résonance en intensité. D’autre part, la fréquence de résonance aux
bornes du condensateur n’est pas la méme que celle obtenue pour la résonance en
intensité.

3.2 Etude du déphasage

On appelle ¢ 'argument de u,, c’est donc le déphasage de u.(f) par rapport a e(r).

t t < A (1 w2+'1 w))
an ¢ = tan | — Arg - T )=
0w} " Quwy

singpe < 0

soit

On peut établir que 'argument de u, décroit.

Les valeurs limites sont les suivantes :

e quand w — 0, tan o — 07 avec ¢¢ € [—, 0] donc ¢ — 0,

e quand w — +00, tan o — 07 avec ¢¢ € [—, 0] donc ¢ — —,

e quand @ — @, tan ¢ — —00 avec @¢ € [, 0] donc ¢ — —7.

1

2On introduit parfois le paramétre ¢ tel que £ = 3G le maximum s’exprime alors

E

luc| = PN =
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Des études précédentes, on déduit :

uc
2Q°E
Vag—T ¢
) w
V2
Q>-5
1
V2
Q<5
1 w
w, = W 1—W

Figure 16.6 Amplitude et déphasage de la résonance aux bornes de C.

T
On remarque que Arg(u-) = Arg(ug) — 5

3.3 Bande passante a — 3 dB

La bande passante est toujours définie comme la zone de fréquences pour laquelle la
tension est supérieure A sa valeur maximale divisée par /2 :

‘ EC, max

|luc(w)| > NG

- V2.
e S1Q< 5 . ‘
Le module de u,, est décroissant donc la bande passante sera définie par w < ;.

On cherche w; telle que :

E E
\@ (1 w2>2+ 1 w2
w3 Q? »

L’équation bicarrée obtenue admet pour seule solution réelle positive :

1 ! +4/1+ ! 12
W = - — — —

qui définit également la largeur de la bande passante.
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E

. P . .
e SiQ> % : on a alors une valeur maximale #¢ ,y = ———=. Ici deux cas
1

T @
peuvent se présenter :
O Uemax prend une valeur supérieure a 3 dB : dans ce cas, la bande passante cor-
respond a la largeur de la résonance.

0 Ucmax prend une valeur inférieure a 3 dB : on retrouve une bande passante du
/
type @ < .
Pour déterminer plus précisément la bande passante, on pose x = w% et on résout :

UC max

V2

soit en prenant l'inverse et en développant :

4 1 2 2 1
Xt —=-2)x"+|[1—-—+—]<0
Q Q@ 20!
o [ . V2 s
dont le discriminant A = @ (4Q — l) est positif car Q > > On en déduit :
2_2Q2—1:|: 4Q% -1
X =
20Q?

2+/2
Or2Q>—1> V4Q? — 1 pour Q > T\f.Onauradonc:
2+4/2
2

oU U may prend une valeur inférieure 2 3 dB. La bande passante vaut alors :

Ao — o — 1 1 1
w=w; =0\l - —+ =4/l - —=
2Q2 Q 4Q?

2+/2

5=, cela correspond au cas oU U¢ max
prend une valeur supérieure a 3 dB. Les limites de la bande passante sont :

, 11 ]
0)1—(0() 1_2—(22+6 1—4—(22

1 1 1
w1 = w1l ——= — —=4/1

22 QY i@

© Une seule solution x? positive pour % < Q< , cela correspond au cas

o Deux solutions x” positives pour Q >

et
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La largeur de la bande passante est alors :

. 11 1 11 1
Aw:w]—wlzwo 1_TQ2+6 1—47(22— 1—TQ2—6 1—47(22

On notera que la bande passante de la résonance aux bornes du condensateur n’est pas

la méme que celle de la résonance en intensité.

3.4 Cas ol Q > 1 (amortissement faible)

Dans ce cas, on a résonance aux bornes du condensateur : elle a lieu pour
W, = woy /1 — ﬁ ~ @(. La fréquence de résonance est la méme, que ce soit aux

bornes du condensateur ou en intensité.

On étudie .
i
¢ Cow
au voisinage de la résonance :
i
Ca)o
Or, lors de I'analyse de la résonance en intensité, la bande passante correspondante a

été obtenue pour :

uc =~

imax soit Yo i > ilnax _ UC max
o~ =
\/Q Cw() \@Cw() \/E

On en déduit qu'une bonne approximation de la bande passante de la résonance aux
bornes du condensateur pour de trées bonnes valeurs du facteur de qualité (Q > 1) est

fournie par celle de la résonance en intensité. On en déduit :

Aa):ﬂ

Q

On peut également obtenir ce résultat en faisant un développement limité de w; et

' au premier ordre en — :

1 1 , 1 1
vl 2w |1l——>2wy |1 —— et W~ l+t=~w(1+—
Q 2Q Q 2Q

dont on déduit une expression approchée de la bande passante :

1 1
Aw:wq—w1:w0(1+——l+—>:@
2Q 2Q Q
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Etude de I'impédance

Dans le cas de bons facteurs de qualité, la pulsation de résonance en intensité et
aux bornes du condensateur est sensiblement la méme et la tension aux bornes du
condensateur est la valeur maximale. Si Q > 1,

UC, max

Ucmx >~ QE  ouencore Q= =

Il est important de bien remarquer que |'expression de Q en fonction de la tension de réso-
nance aux bornes du condensateur n’est valable que pour Q > 1 alors que le facteur de
surtension défini a partir de la tension aux bornes du condensateur pour la pulsation de
résonance en intensité est valable pour toute valeur du facteur de qualité.

L’étude de la résonance en tension aux bornes de la bobine s’effectue de maniére
analogue a ce qui vient d’étre fait aux bornes du condensateur.

4. Etude de l'impédance

On peut compléter Panalyse de la résonance du circuit R, L, C série par I'étude de
I'impédance du circuit.

Quelle que soit la tension étudiée et donc le montage pratique employé, 'impédance
totale du circuit est la méme a savoir celle de I’association en série de R, de L et de C
soit :

4.1 Impédances limites

Avant de détailler I'étude par les calculs, on peut obtenir les comportements dits
asymptotiques de I'impédance en précisant ce qui se passe a hautes et basses fréquences
ainsi qu’a la fréquence particuliere obtenue lors de 'analyse de la résonance : la fré-

Wo
quence propre fy = —.

27

On rappelle les comportements en basses et hautes fréquences d’une bobine et d’un
condensateur :

e en basses fréquences, le condensateur se comporte comme un interrupteur ouvert
et la bobine comme un fil ;

e en hautes fréquences, c’est 'inverse : le condensateur se comporte comme un fil et
la bobine comme un interrupteur ouvert.

Cela permet d’en déduire les comportements limites de I'impédance en fonction de
la pulsation :

e quand w tend vers 0, le terme prépondérant dans I'expression de I'impédance est

1 — .
o le circuit aura donc a basses fréquences un comportement de type capacitif,
o)

J
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e quand w tend vers wy = \/LL—C, le terme prépondérant dans expression de I'impé-

dance est R : le circuit aura donc un comportement de type résistif,

e quand w tend vers +00, le terme prépondérant dans 'expression de I'impédance est
jLw : le circuit aura donc a hautes fréquences un comportement de type inductif.

Le comportement de I'association en série d’une résistance, d’'une inductance et d’'une
capacité évolue donc avec la fréquence.

4.2 Etude du module

Le module s’exprime par :

w

1 2
1z = {|R2 + (Lw— —>
C

On cherche a étudier les variations de cette quantité avec la fréquence ou avec la
pulsation @. On remarque qu’il s’agit de l'inverse de amplitude de l'intensité au
facteur E pres. Par conséquent, les variations du module sont opposées a celle de
lamplitude de l'intensité a savoir le module de I'impédance passe par un minimum
égal 3 R pour la pulsation propre ou pulsation de résonance.

On peut remarquer que :

e quand w tend vers 0,

Z| tend vers +00 comme Co qui est le terme prépondérant ;
1)

e quand w tend vers +oo, |Z
rant. On note 'existence d’une asymptote pour w tendant vers 'infini : la droite
passant par l'origine et de pente L;

tend vers +00 comme Lw qui est le terme prépondé-

e quandw = wy = ——,
a ' VLC

Cette étude permet de donner l'allure de |Z] en fonction de w :

Z|

Z| =R.

)y - ~—— asymptote de pente L

wo w

Figure 16.7 Module de limpédance d’un circuit R, L, C série.
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Etude de I'impédance

On peut écrire 'impédance en fonction de la pulsation propre et du facteur de qualité
L(x)o

C= R

4.3 Etude de l'argument

On obtient 'argument par 'expression de sa tangente et de I'intervalle auquel il appar-
tient :

w w
tan (Arg (2)) = Q (wﬂo - %) ) an (Arg (2)) = Q (Jo - f)
onc
cose >0 Arg(2) € [_g)g}

On remarque que 'argument de 'impédance est 'opposé du déphasage entre 'inten-
sité et la tension imposée.

On en déduit donc que 'argument de Z est une fonction croissante de .

D’autre part, quand @ tend vers 0, tan(Arg(Z)) tend vers —ooO avec
Arg(Z) € [—%, %] , donc Arg (Z) tend vers —7.

Quand o tend vers +00, tan (Arg (£)) tend vers +00 avec Arg (Z) € [—%, %] , donc
Arg (Z) tend vers +7.

Quand w = wy, tan (Arg(Z)) tend vers 0 avec Arg(Z) € [—%, %], donc Arg(2)
tend vers 0.

Cette étude permet de donner 'allure de Arg (£) en fonction de w (voir figure 16.8).

Arg (Z)

ol

(Oh) w

|
NS

Figure 16.8 Argument de l'impédance d'un circuit RLC série.
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A. Applications directes du cours

D Résonance d’un circuit R, L, C paralléle

On considére le circuit suivant :

[en)

Figure 16.9

ou e est une tension sinusoidale de pulsation w.

1. Donner lexpression complexe de la tension s aux bornes de l'association en paralléle
R L C.

2. Etablir qu’il y a un phénomene de résonance pour la tension s. On précisera la pulsation a
laquelle ce phénomene se produit.

3. Déterminer la bande passante correspondante.

4. En déduire 'expression du facteur de qualité.

5. Que peut-on dire du déphasage a la résonance de la tension s?
6

. Comparer cette résonance avec la résonance en intensité d’un circuit R, L, C série.
) )

B Recherche d’un circuit résonant

On dispose d’une inductance L = 40,0 mH, d’une résistance R variable entre 1,00 k() et
100 kQ d’une capacité variable entre 10,0 nF et 1,00 uF.

On veut réaliser un circuit résonant a la fréquence fy = 2, 00 kHz de gain 1 a cette fréquence.
1. Proposer des réalisations possibles d’un tel montage.
2. Etudier la sélectivité de chacun d’eux.

3. Préciser les valeurs de R et C a choisir pour obtenir la bonne fréquence de résonance et la
meilleure sélectivité de résonance.

4. Quelle est la “meilleure” solution quant a la sélectivité ?

B. Exercices et problémes

D Etude d’une résonance (1)

On considére le circuit ci-dessous alimenté par une source de tension sinusoidale de f.e.m.

e(f) = EV/2 cos(wf).
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e(f) R

Figure 16.10

1. Obtention de ’expression de u(f) par deux méthodes

a) Premiére méthode : en utilisant un diviseur de tension, établir I'expression complexe de u en
fonction de E, L, R, C et w.

b) Deuxiéme méthode : en transformant le générateur de Thévenin (e, L) en modéle de Norton
retrouver 'expression de u.

2. Etude de la réponse en fréquence du circuit

Etudier le module de u et son argument en fonction de w. Tracer les courbes.

D Etude d’une résonance (3)

Soit le circuit suivant :

o
Il
Il

a

Figure 16.11

ou ¢ est une tension sinusoidale de pulsation w. On étudie I'intensité parcourant le générateur.

1. Exprimer I'impédance complexe du circuit.

1 Lw, w
2. On pose wy) = —F— = —etx=—.

VLC’ R wo

Donner I'expression de I'impédance en fonction de x, Q et R.

3. Etablir I'existence d’un extremum du module de 'impédance pour certaines valeurs de Q
qu’on précisera.

4. Donner I'expression de la pulsation correspondant a 'extremum.
5. En étudiant les limites du module de 'impédance, en déduire qu’il s’agit d’'un maximum.
6. Que peut-on en déduire pour l'intensité parcourant le générateur ?

7. Dans le cas ou Q est grand, donner les expressions approchées de la pulsation de résonance
en impédance et de la valeur correspondante du maximum de | Z|.
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B Quelques résonances, d’aprés Centrale TSI 2003
1. Résonance série :

a) Ecrire 'impédance Z’ d’un circuit composé d’une résistance R, d’une inductance L et
d’une capacité C placées en série.

1
etde Q= —.
VvLC R
c) Déterminer le retard de phase ¢ de 'intensité i parcourant ce circuit lorsqu’on I'alimente
par une tension sinusoidale d’amplitude E et de pulsation w.

b) Exprimer le module Z’ de I'impédance en fonction de @) =

/!

S . w
d) Tracer en le justifiant le rapport s fonction de —.
Wo

e) En déduire que le module de l'intensité I passe par un maximum I;,x dont on donnera la
valeur.

1 . w
f) Tracer le rapport — en fonction de —.
max wo

g) Méme question pour ¢.

Aw
h) On définit P'acuité de la résonance par A = — ol Aw = w, — w; est la bande de
wo
IﬂlﬂX - .
pulsations pour laquelle I (w) > —=. Exprimer A en fonction de Q.

V2

i) En déduire une interprétation physique des parameétres @, et Q.

j) Dans quel domaine varie la phase ¢ pour une pulsation appartenant a la bande de pulsa-
tion Aw ?

2. Résonance paralléle :

a) Ecrire 'impédance Z du nouveau circuit composé de l'association en parallele d’un
condensateur de capacité C et d'une bobine d’inductance L et de résistance R.

b) Exprimer Z en fonction de Q, w, wy, Z', C et R.

c) Montrer que pour Q > 1, on peut écrire Z = i

d) Quelle est la valeur de Z lorsque la pulsation tend vers g ?
e) Que peut-on en conclure?
f) Pour w = wy, donner 'expression du courant i; traversant le condensateur.

g) Méme question pour le courant i traversant la bobine.

D Analyse expérimentale d’un circuit R, L, C série, d’aprés CCP DEUG 2005

Soit un circuit R, L, C série alimenté par une tension sinusoidale dont on regarde la tension e
aux bornes du générateur en voie 2 et s aux bornes de R en voie 1.
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Figure 16.12

1. Sélectivité d’un filtre passe-bande :
a) Etablir I'expression de 'impédance complexe Z du circuit R, L, C série.

b) Exprimer la fonction de transfert du montage en fonction de R, L, C et w.

1 w Lw() . .
x = — et Q = ——. Donner l'expression de la fonction de

c) On pose wy = ,
VL o
transfert en fonction de ces nouveaux parametres.

d) Montrer que, pour toute valeur de Q, le gain admet un méme maximum Gy, On
précisera la pulsation correspondante.

e) Déterminer la pulsation pour laquelle le déphasage est nul.

f) Rappeler la définition de la bande passante et déterminer la largeur de celle-ci pour le
montage considéré.

g) En déduire que la sélectivité du filtre est liée au choix de R pour L et C fixées.

h) Tracer les courbes donnant le gain en fonction de w pour deux valeurs Qy et Q, du facteur
de qualité avec Q > Q; en faisant apparaitre les bandes passantes.

2. Détermination des parameétres de la bobine :
Pour R =20 Q) et C = 10 uF, on a les oscillogrammes donnés par la figure 16.12.

a) Déterminer graphiquement les valeurs de la période T, de la pulsation w, de amplitude
de l'intensité Iy;, de Pamplitude de la tension délivrée par le générateur Uy, et de la norme de
I'impédance Z du circuit.

b) Quelle voie est en retard sur autre ?

c) Déterminer le déphasage ¢ entre les deux tensions.
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d) Montrer que les valeurs expérimentales de Z, ¢ et R sont incohérentes dans ’hypothése
d’une bobine idéale modélisée par une seule inductance L.

e) On prend comme modéle de la bobine une inductance L en série avec une résistance r.
Déterminer la valeur de r a partir des observations expérimentales.

f) En déduire la valeur de L.

B Etude du modéle simplifié d’un moteur, d’aprés Banque PT 2004

Un moteur est alimenté par une tension sinusoidale d’amplitude complexe 17; on note I
Pamplitude complexe de I'intensité du courant passant dans le circuit.

Le schéma électrique équivalent est représenté sur la figure (16.13). La source de tension
alimentant le moteur est supposée parfaite.

Zﬂl

<
[~
IN

Figure 16.13

Y représente 'admittance électrique complexe intrinseque du moteur. On admettra que le
comportement mécanique du moteur se traduit du point de vue électrique par une impédance
complexe Z,, (dite impédance motionnelle) et par Z,, dont la valeur est fonction de la charge
mécanique du moteur. o

Le dipole d’admittance Y est constitué d’une résistance Ry en paralléle avec un condensateur
Cp. Limpédance Z,, correspond a un circuit RLC série. U'impédance Z. correspond i une
résistance R..

1. Représenter la figure (16.13) en remplacant les éléments Y, Z,, et Z par les inductances,
résistances et condensateurs qui leur correspondent.

2. Déterminer la pulsation de résonance en courant w; du circuit série constitué de Z,, et Z,.

Pour la suite, on prendra les valeurs numériques Ry = 18k{), C, = 8 nF, R = 50 (),

L=0,1H,C=0,2nFetR =500.

3. On note Yp I'admittance complexe du circuit constitué de I'ensemble des éléments Z,,,

Z et Y. Les figures (16.14) et (16.15) représentent I’évolution du module Y, de I'admittance
®

complexe Y, en fonction de la pulsation réduite x = —. La figure (16.15) est un agrandisse-

ment de la figure (16.14) autour de x = 1

A partir des figures (16.14) et (16.15), déterminer la valeur numérique de la fréquence (en
hertz) qui permet d’obtenir une résonance en courant.
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4. Comparer Y = |Y] et le module de I'admittance complexe Y’

Figure 16.14

et interpréter le résultat de la question précédente.

1
Znt Z

Figure 16.15

lorsque w = w;

5. Une modification du poids de la charge transportée par le moteur provoque une variation
de la résistance R,, qui reste toutefois de 'ordre de grandeur de la dizaine d’ohms; cette
modification a-t-elle un effet significatif sur la valeur de la résonance en courant ? Justifier la

réponse.
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1 7 Puissance

1. Définitions

La notion de puissance instantanée a été introduite dans le chapitre sur les circuits
linéaires. Le cas particulier des circuits alimentés en régime sinusoidal est important,
car les appareils de la vie courante sont alimentés par la tension sinusoidale du réseau
électrique. Il est nécessaire tout d’abord de donner ou rappeler quelques définitions.

La puissance est aussi 4 la base de la définition de la valeur efficace d’une intensité ou
d’une tension.

1.1 Puissance instantanée

A

R —

i)

Figure 17.1 Définition de la puissance en convention récepteur.

On considére un dipdle en convention récepteur (Cf. figure 17.1). La puissance ins-
tantanée recue par le dipole est :

P(t) = u(r) i(t)

Pendant un intervalle de temps df, le dipdle recoit une petite quantité
d’énergie : 6 = Pdr. Entre les instants f; et f, il regoit I'énergie :

5] 2]
5:/ 55:/ Pr)de
f f
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Définitions

Si le dipdle est en convention générateur (Cf. figure 17.2), on parlera alors de puis-
sance cédée par le dipdle :

Pty = ' (i(h)

On peut, comme pour la puissance regue, calculer 'énergie cédée par le dipdle.

' (1)

Y

(")

Figure 17.2 Définition de la puissance en convention générateur.

1.2 Puissance moyenne

En général, ce n’est pas la puissance a un instant donné qui intéresse le consommateur.
Si on prend I'exemple de la puissance consommeée dans une habitation, sachant que
le secteur délivre un courant a une fréquence de 50 Hz, on ne peut pas mesurer la
puissance tous les 1/50° de seconde. On s’intéresse plutot a la puissance consommée
sur une longue période : il s’agit de la puissance moyenne. Ainsi la puissance moyenne
regue par un dipdle sur un intervalle de temps 7 est :

1 T
Pm - - / P(f)dt (171)
T Jo

Dans la plupart des cas rencontrés, la tension et 'intensité sont des fonctions pério-
diques du temps de période T et méme souvent sinusoidales. Dans ce cas, il suffit
d’effectuer uniquement l'intégrale précédente sur une période T du phénomene :

T

1
7);11 = = P(t)dt (172)
T 0

1.3 Valeurs moyenne et efficace d'une tension ou d’une intensité
a) Valeur moyenne

Comme pour une puissance, on désire souvent connaitre la valeur moyenne d’une
tension ou d’une intensité. Dans la suite, les expressions seront établies pour une
tension u(f), mais les définitions et les résultats sont semblables pour une intensité i(f).
Si lon se restreint a un signal périodique de période T, la valeur moyenne du signal
u(f) (notée 7 ou (u)) sera définie par :

T
= (u) = —/O u(f)de (17.3)
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La différence entre u(f) et u est notée uy,4(f), 'indice « ond » signifiant ondulation, soit :
”(t) =u+ ”ond(t)

Que représentent physiquement # et g ° A u(t)
Si Ton se réfere a la figure 17.3, la valeur
moyenne représente une valeur continue
(en pointillés sur la figure) autour de u
laquelle oscille le signal u(f). Cette oscilla-
tion porte le nom d’ondulation ou partie

alternative du signal.

Un signal périodique quelconque est donc -
la somme d’un signal continu (on parle de Figure 17.3 Valeur moyenne et
tension de décalage ou d’offset) et d’une ondulation d’un signal.
ondulation.

On peut donner trois exemples de valeurs moyennes (signaux de la figure 17.4) :
e un signal continu : u(f) = U,;

e un signal sinusoidal pur : u(f) = U cos(wt) ;

e un signal créneau :

1
o u(t)=2UsinT <t< <n+2>T

1
o u(f) =Usi (n+§)T<t<(n+1)T.

u(t) u(f)

U

Continu Sinusoidal Créneau

Figure 17.4 Valeurs moyennes de quelques signaux.

Pour le signal continu, # = U, et o,q = 0.

2. Pour le signal sinusoidal pur :

T
= (u) = —/ U cos(wt)dt = 0
0
et tond = u(t).
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Définitions

3. Pour le signal créneau :

1 [ [T T 3U
= (u) = — / 2Udt+/ udt | = —
T\ Jo T/2 2
et :
U 1
Hond () = — si nT<t<|(n+=)T
2 2
U 1
uond(t):_z si n+§ T<t<(n+ )T

b) Valeur efficace :

La définition de la valeur efficace d'un signal (tension ou intensité) est d’origine éner-
gétique :

La valeur efficace d’'une tension u(f) (respectivement d’une intensité i(f)) est la
valeur de la tension continue (respectivement intensité continue) qui recevrait la
méme énergie pendant la méme durée dans le méme résistor.

Ainsi sur l'intervalle de temps 7, I’énergie recue par le résistor de résistance R est

d’une part :
T { 2
Eomr = / il dt
o R

et d’autre part, si on note U la valeur efficace :

T U2 U2
= [ = e
0

En égalant les deux expressions, on obtient celle de la valeur efficace :

1 T
Uegr = ¢/ — / M(t)zdt (17.4)
T Jo

On s’intéressera a des signaux périodiques et, comme cela a été signalé auparavant, il
suffit de calculer I'intégrale précédente sur une période T du signal. Dans ce cas, on
obtient :

1 T
Uetr = \| = / u(t)zdt (17.5)
T 0

En comparant avec I'équation (17.3), on constate que la valeur efficace n’est autre
que la racine carrée de la valeur moyenne du carré, soit Root Mean Square en
anglais. On parlera donc de valeur efficace ou de valeur R.M.S. Le chapitre sur
I'instrumentation électrique détaillera ce que mesurent effectivement les appareils.
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On peut calculer les valeurs efficaces des signaux de la figure 17.4 :
1. pour le signal continu : Uy = Upms = U.;

2. pour le signal sinusoidal :

Uett = Urms = / U2 cos?(wf)dt =
¢ \/_

(ce dernier résultat est bien connu)

3. pour le créneau :

1 T/2 T 5
Ut = Upms = 4| = / 4U2dt+/ U2ds | = U\/j
T\ Jo T/2 2

On remarque que le facteur 1/4/2 ne se généralise pas i toutes les formes de signaux.

2. Puissance en régime sinusoidal forcé

2.1 Puissance instantanée

Les raisonnements seront faits sur la puissance re¢ue (dipole en convention récepteur)

mais sont généralisables a la puissance cédée. Soit le dipole de la figure 17.1. On note

u(f) la tension a ses bornes et i(f) le courant le parcourant (en convention récepteur) :
= UV2 cos(w?) et i(f) = V2 cos(wt — ).

Dans les expressions de u(f) et i(f), U et I sont-elles les amplitudes ou les valeurs

efficaces ? Puisqu’il y a le facteur v/2, il s’agit des grandeurs efficaces, et les amplitudes

valent Uv/2 et Iv/2.

On utilise des grandeurs réelles et non complexes, ce qui sera justifié ultérieu-
rement.

La puissance instantanée recue par le dipdle est donc :
P(t) = u(t)i(t) = 2UI cos(wt) cos(wt — @)
Soit en utilisant les formules de trigonométrie :

P = UI( cos(Qwt — @) + cos go) (17.6)

On remarque que la puissance instantanée est de pulsation 2w, double de la pulsation
de la tension u(f) et de 'intensité i(f). Elle oscille donc deux fois plus rapidement. Ses
valeurs extrémes sont obtenues pour cos(2wt — ¢) = *1 soit :

Prax = UI(1 + cos @) et Puin = UI(—1 + cos ¢)

Quel est le comportement des trois dipdles R, L et C?
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Puissance en régime sinusoidal forcé

Dans le cas d’un résistor, le déphasage entre u et i est nul ( ¢ = 0) donc cos¢ =1
donc 0 < P < 2UI

La puissance recue est toujours positive et donc le résistor se comporte toujours
comme un récepteur.

Dans le cas d’une bobine (¢ = 77/2) ou d’un condensateur (¢ = —7/2), cos(¢) = 0,
donc —UI < P < Ul Ainsi, P(f) = Ul cos(Qwt — @) et pendant une demi-période
la puissance regue est positive, puis pendant l'autre demi-période elle est négative.

Les bobines et les condensateurs se comportent alternativement en récepteur (ils
recoivent effectivement de I’énergie) et en générateur (ils fournissent effectivement
de I'énergie).

2.2 Puissance moyenne ou active

Comme cela a été signalé précédemment, pour connaitre la puissance globale recue
(ou consommée) par un dipole, il est nécessaire de calculer la puissance moyenne.
Dans le cas de la puissance instantanée (17.6), on obtient :

Ul T T
P,=— </ cosQwt — @)dt +/ cos gpdt)
T 0 0

La premiére intégrale est nulle (on intégre un cosinus sur deux fois sa période), ce qui
donne :

P, = Ul cos ¢ (17.7)

Cette puissance moyenne porte le nom de puissance active. Elle est le produit des
valeurs efficaces de la tension et de l'intensité, et du cosinus du déphasage cos ¢
appelé facteur de puissance.

La puissance active des trois dipdles R, L et C peut étre aisément déterminée :

e pour R: ¢ =0 donc P, = UlI, cette valeur est la méme qu’en continu et elle
est toujours positive ;

e pour L : 9 =m/2 donc P, =0;

e pour C: ¢ = —7/2 donc P, =0.

Ces trois résultats confirment les conclusions sur les comportements des dipoles du
paragraphe précédent.

L’expression (17.7) est souvent d’utilisation peu pratique a cause de la présence de
cos @ et il est préférable d’utiliser 'une des expressions démontrées dans la suite.
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L’impédance d’un dipdle s’exprime de la maniére suivante :
Z = R(w) * jX(0) = Zexp(jg)

ou R(w) et X(w) sont la résistance et la réactance du dipdle (Z et ¢ dépendent aussi
de w, on ne le précise pas pour ne pas alourdir les notations). Ainsi on peut exprimer

COS @ par :
R(w)
CoOsQp = ——
YTz
D’autre part, les valeurs efficaces U et I sont reliées par U = ZI. Ainsi en combinant

les équations précédentes, on obtient :
P,, = R(w)I* = Re(2)I? (17.8)

C’est donc la partie réelle de I'impédance qui consomme 1’énergie ce qui confirme
qu’une bobine et un condensateur n’en consomment pas en moyenne. On peut éta-
blir une expression faisant intervenir la conductance. Le raisonnement est similaire.
Ladmittance d’un dipole s’exprime par :

Y = G(w) + jB(w) = Y exp(—j¢)

ou G et B sont la conductance et la susceptance du dipdle. Ainsi on peut exprimer

COS @ par :
G(w)
cosp = ——
Y
D’autre part, les valeurs efficaces U et I sont reliées par YU = I. Ainsi en combinant

les équations précédentes, on obtient :
P,, = Gw)U? = Re(Y)U? (17.9)

Les relations (17.8) et (17.9) sont en général plus faciles a utiliser que (17.7) car il est
plus rapide de calculer 'impédance ou 'admittance que le facteur de puissance. La
relation (17.8) faisant intervenir la résistance est a réserver aux dipdles en série alors
que lautre est plutdt a utiliser avec les dipdles en parallele.

Par définition, un dipdle passif ne peut que recevoir eftectivement de Iénergie donc
sa puissance active est positive ou nulle. D’apres les relations (17.8) et (17.9), on en
déduit que les parties réelles de son impédance et de son admittance sont
positives ou nulles.
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Puissance en régime sinusoidal forcé

» Remarque : Que se passe-t-il si on utilise les valeurs complexes de la tension et de
I'intensité ? Dans ce cas :

u= Uv2 exp(jwt) = 2 exp(j(wt — ¢@))
soit la valeur moyenne du produit ui :

2UI 4
(ui) = - exp(—jga)/ expjwt)dt =
0

/ . .
YT exp(—jo) [exp(2jwt)], = 0

On obtiendrait donc une puissance moyenne toujours nulle, ce qui est évidemment faux.

Le passage aux notations complexes est réservé aux grandeurs linéaires puisque c’est
la linéarité des équations qui justifie son utilisation. Or P est le produit de deux fonctions
sinusoidales, c’est une grandeur non linéaire, on ne doit donc pas utiliser les notations
complexes pour la puissance'.

2.3 Calcul du facteur de puissance d’'une installation

On considére une installation électrique (Cf. figure 17.5) constituée d’'un moteur
consommant une puissance active P; et de facteur de puissance cos ¢ = 0, 8 branché
en parallele sur des lampes dont ’ensemble est modélisé par une résistance R = 100 ().
On note P la puissance active consommeée par la résistance R.

Figure 17.5 Installation électrique.

L'installation est alimentée par le secteur sous une tension efficace U de 240 V. On
désire calculer le facteur de puissance de I'ensemble. On applique la loi des noeuds
en A:

=i, + lﬁ

avece

i=1V2 exp (j(wt — @), iy = L2 exp (j(wt — ¢1)) et ig= IR\/EeXp(/'wt)

"1 existe une définition complexe de la puissance, mais elle n’est pas au programmie.
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» Remarque : Dans les expressions précédentes des intensités, puisque le facteur v/2
apparait, /, I, et I sont les valeurs efficaces des intensités.

Aprés simplification des termes dépendant du temps et des /2, la loi des nceuds
devient :

Lexp(—je) = Ly exp(—je1) + Ir

En prenant le module de cette expression, on obtient :

I= \/12 + I3 + 21,1 cos ¢

m

On exprime les différentes intensités en fonction des puissances : Py = UL, cos ¢1,
P = Ul cos ¢ et P, = Ulg, d’ou :
P P? 2 P P>
[=—— = [—L— 12 +—22+2cosgo172
Ucose U~ cos* @1 U U? cos ¢
soit, apres simplification et en utilisant > =1+ tan> @1
cos? @1
P
cos @ = § = 0,84 (17.10)
\/(P1 + 732)2 + Pl tan2 (]
2.4 Importance du facteur de puissance
La figure 17.6 schématise la distribution i(f)
de I'électricité pour une installation ali- .

, . Centrale Installation
mentée sous une tension efficace U, par lectri u(f)

. -, électrique 2 i
une intensité efficace I et consommant q électrique
une puissance active P, avec un facteur
de puissance cos ¢. On appelle R la résis-
tance des cables amenant le courant jus- Figure 17.6 Distribution électrique et
qu’a l'installation. installation.

Le consommateur paie pour la puissance consommée P,, mais E.D.F. doit produire
une puissance supérieure P, en raison de la résistance des fils : P, = P, + RI?. Le
rendement 7 défini par P,,/P, doit étre proche de 1 de maniére 4 ce que la puissance
produite soit la plus proche possible de la puissance consommée.

L’intensité efficace alimentant I'installation est :

,PHI
I= ——
U cos g
d’ot un rendement :
P P,
n= ” = " 5 (17.11)
P, + RI? RP;
P,+ —"—

U? cos? ¢
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Puissance en régime sinusoidal forcé

2
m

U? cos? ¢
que la puissance consommeée est fixée, plusieurs solutions sont envisageables :

Pour que 7 soit proche de 1, il faut que soit le plus petit possible. Sachant

1. résistance R des cables petite,
2. tension U élevée,

3. facteur de puissance cos ¢ le plus élevé possible.

Pour diminuer la résistance des cables, on choisit de les fabriquer en cuivre qui est le
meilleur conducteur (apres I'argent, beaucoup plus cher). L’idéal serait de disposer de
supraconducteur (R = 0 (), mais cela n’existe pas encore a température ambiante.
Pour diminuer la résistance des cables, on pourrait aussi augmenter leur section mais
dans ce cas leur masse augmenterait et il faudrait prévoir des pylones plus solides et ce
serait beaucoup plus onéreux.

En ce qui concerne le deuxiéme point, le transport de 1’électricité se fait effectivement
a haute tension (380 kV ou 640 kV), puis on transforme la tension a 240 V efficace
avant P'installation. Les postes de transformateurs sont d’ailleurs observables en ville en
bas des immeubles ou a la campagne sur des poteaux électriques.

Enfin, E.D.F. impose que le facteur de puissance d’une installation soit supérieur a 0,9.
Dans le cas contraire, 'utilisateur encourt une pénalité. Ce sont surtout les installations
industrielles utilisant de nombreuses machines qui sont en cause car ces machines a
moteur électrique ont un comportement plutot inductif (donc ¢ proche de 7). On
va voir dans le paragraphe suivant comment augmenter le facteur de puissance d’une
telle installation.

2.5 Amélioration d'un facteur de puissance

On s’intéresse a2 un moteur électrique de
6 kW, alimenté par le secteur (50 Hz), sous
une tension efficace U = 240 V, dont le

facteur de puissance est cos¢, = 0,78. Cfi L
Il est modélisé par une inductance de -

L = 22 mH et une résistance R = 5,8 ) en "

série. Afin de contrebalancer I'effet inductif R

du moteur, on cherche le condensateur a
placer en parallele sur le moteur pour que
le facteur de puissance de I'ensemble cos ¢

soit égal 2 0,9 ou ¢ = =£0,45 rad (Cf.
figure 17.7). Figure 17.7 Amélioration du
facteur de puissance.

L’admittance de I’ensemble est :

Y = (Co+ — R ¢ Lo
= w = w— —
=Y T RYjLe T R (Lwp? R2 + (Lw)?
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Sachant que Y = Y exp(—j¢@), on tire tan(—¢) des expressions précédentes :
Lw
Co— ————
R2 + (Lw)?
tan(—¢@) = R

R2 + (Lw)?

On tire de 'expression précédente deux valeurs de C qui conviennent : C = 380 uF
ou C = 160 uF

2.6 Etude énergétique du circuit R, L, C série (PCSI)

a) Equation bilan

On s’intéresse a un circuit R, L, C série connecté a un générateur de f.e.m. e délivrant
une puissance P,. La loi des mailles déja établie dans les chapitres précédents en régime
quelconque conduit 4 :

L9 ki 44
—_— 1 u. =e avec 1= —
dt ‘ dt

En multipliant cette équation par 'intensité i, on obtient :

et u(:%

di d d /1 d /14
LS +r2+Y2 o S(22)+ S (2L ) +r2=ui
dt dt C dr \ 2 dt \2C

ce qui donne finalement :

d /1 14
= <§Li2 + 5%) + R =P, (17.12)

Comme on pouvait s’y attendre, la puissance P, fournie par le générateur est égale a
la puissance recue par les trois dipoles R, L et C :

PL+Pe+Pr =P, (17.13)

d /1, d /(1§ d /1 _,
% = — —L N = — R = — —C
ouPL=7, (2 l>etPC dr (2 c) dr (2 e

b) Puissance consommée en régime sinusoidal forcé

On s’intéresse maintenant au cas ou la fle.m. est sinusoidale de la forme

e = Ev/2cos wt. Dans ce cas, intensité dans le circuit est i = Iv/2 cos(wt + @) et la
I . . ,

charge dans le condensateur g = —V/2sin(wt + @) puisque i = d—? .
®

Quel est le bilan des puissances moyennes ? Pour cela, il suffit de prendre la valeur
moyenne de 'expression (17.13) :

<PL>+< P>+ < Pr>=<P, >
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Puissance en régime sinusoidal forcé

Or on a démontré dans les paragraphes précédents que les puissances moyennes recues
par une bobine et un condensateur sont nulles donc :

< Pr>=<P, > (17.14)

En régime sinusoidal forcé, la puissance moyenne fournie par le générateur
est consommeée dans le résistor par effet Joule.

On s’intéresse maintenant au cas particulier ou la pulsation w est égale a la pulsation

1
VLC

L’énergie instantanée contenue dans L et C est alors :

propre du circuit @y =

g e =lips 1€ _pp 2(wot + @) + i
L c= L = = cos (wol T~ @
2 2C Cwj

sin’ (wot + @)

. 1
soit avec wy = ——=:

VLC'

EL+ Ec = LI’ (cos* (wot + @) + sin®(wyt + @) = LI

L’énergie instantanée recue par la bobine et le condensateur lorsque w = wy est
constante donc la puissance instantanée recue par ces deux dipoles est nulle. Ainsi,
lorsque la pulsation est égale a wy, la puissance instantanée fournie par le générateur
est consommée uniquement par le résistor. Ce n’est plus seulement vérifié pour les
valeurs moyennes.

c) Résonance en puissance
Dans le paragraphe précédent, il a été établi que la puissance moyenne P, fournie par
le générateur est égale a la puissance moyenne regue par le résistor soit :

< Py >=< Pr >= RI

Or, dans le cas d’un circuit R, L, C série , la valeur efficace de I'intensité est

E 1
I(w) = —

K 1+Q2<ﬂ_ﬂ>2

w w

ou Q est facteur de qualité du circuit. On peut alors écrire
E? 1

<Py > (w) = — 3
1+Q2<£_ﬂ>
w w

Ainsi, comme l'intensité, la puissance moyenne fournie par le générateur est maximale
pour la pulsation @ = wy. On dit qu’il y a résonance de puissance a la pulsation wy. La

(17.15)
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2
puissance moyenne maximale fournie par le générateur est alors P,.x = — et tout se

passe comme s’il n’y avait que le résistor (Cf. paragraphe précédent).

On définit la bande passante comme P
I'intervalle de pulsations w vérifiant : 1
o Pmax' """"""
max
<P, > (w) < —
ce qui du point de vue de l'intensité P | Aw

correspond a I'intervalle de pulsations
 vérifiant :

9]

I

|

|

|
mmmmmmmee e g ====

Y
e

&\N
§

en raison de la relation < P, >— RI2 Figure 17.8 Résonance en puissance.
e >=

On retrouve la définition de la bande passante donnée lors I’étude des résonances.
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A. Applications directes du cours

D Détermination d’impédances

Un consommateur recoit une tension alternative de valeur efficace 240 V. 1l utilise cette
tension pour alimenter un chauffage électrique qu’on assimilera a une résistance pure et le
moteur d’'une climatisation qu’on modélisera par une inductance et une résistance en série.
Quand seul le chauffage est branché, le compteur débite un courant de 5,0 A. Lorsque seule la
climatisation est allumée, le courant est alors de 10 A. Il devient 12 A quand le client branche
a la fois son chauffage et sa climatisation. Déterminer les valeurs caractéristiques des appareils.

B Amélioration du facteur de puissance

Une installation électrique posséde les caractéristiques suivantes : f = 50 Hz, Lg = 20 A,
U =380 VetP=5kW.

1. Déterminer le facteur de puissance de 'installation.

2. Sachant qu’il s’agit d’'un moteur électrique modélisable par une inductance en série avec
une résistance, déterminer les valeurs des parameétres.

3. Le fournisseur d’électricité demande a I'utilisateur d’améliorer le facteur de puissance. Pour-
quoi?

4. Quel composant 'utilisateur devra employer compte-tenu de la nature de son installation ?

5. Déterminer la valeur de ce composant dans la situation considérée.

B Mesure de puissance par trois ampeéremetres

On souhaite mesurer la puissance d’un appareil. Pour cela, on utilise le montage suivant :

—_— appareil A @

|—|m

I 1

Figure 17.9

Etablir Pexpression de la puissance de 'appareil en fonction des valeurs lues sur les ampere-
metres et de R. On suppose qu’on n’a que des valeurs sinusoidales centrées.

D Mesure de puissance par trois voltmétres

Pour mesurer la puissance recue par un dipdle, on place une résistance R en série avec ce
dipdle. On branche trois voltmeétres comme sur le schéma.
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i R Z
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©
Figure 17.10

Déterminer la puissance recue par le dipdle en fonction des valeurs efficaces des tensions
mesurées et de R.

B Dipole L série, CR paralléle, d’aprés ENAC 2004

Le dipole AB représenté sur le schéma de la figure
(17.11) est alimenté par une source de tension parfaite
de force électromotrice instantanée e(f) = Ej sin(wt).

1. Exprimer L en fonction de R, C et w pour que
le dipole AB soit équivalent a une résistance pure Req.
Exprimer R.q. e(f) <

2. Calculer L sachant que R = 100 Q, C = 100/3 uF
et @ = 400 rad.s™".

3. Déterminer la valeur efficace I de TI'intensité du
courant dans la bobine. Calculer sa valeur sachant que la
valeur efficace de la force électromotrice du générateur Figure 17.11
vaut 180 V.

4. Exprimer les valeurs efficaces des différences de potentiel Uyp et Upg. Application numé-
rique.

5. Déterminer les intensités complexes des courants iy et i circulant respectivement dans la
résistance et dans le condensateur. En déduire leurs valeurs efficaces et leurs déphasages par
rapport a la tension entre A et B. Application numérique.

6. Calculer la puissance moyenne P sur une période consommée par le dipdle AB.

B. Exercices et problémes

D Facteur de puissance d’une installation

Un moteur consomme une puissance moyenne P; = 4kW, son facteur de puissance est
cosp; = 0, 8. Il est branché en paralléle sur une résistance R = 100£) modélisant des lampes
en paralléle. On note P; la puissance active recue par la résistance. La tension d’alimentation a
pour valeur efficace U = 240V, et pour fréquence 50 Hz.

1. Calculer les valeurs efficaces des courants traversant le moteur et la résistance ainsi que la
puissance moyenne totale P recue par 'ensemble.
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2. On désire déterminer le facteur de puissance cos ¢ de 'ensemble.

a) En utilisant la loi des nceuds, établir une expression reliant les valeurs efficaces des inten-
sités. En déduire une expression reliant les puissances et U.

b) Montrer que le facteur de puissance est donné par :
Py + P
V(P + Po)2 + P} an? ¢,

cosp =

Calculer la valeur de cos ¢.

B Adaptation d’impédance

1. Soit un dipdle d'impédance Z, branché aux bornes d’'un générateur de f.e.m. ¢, et d'im-
pédance interne Z,. Déterminer les conditions (sur les parties réelle et imaginaire de Z,) pour

. N . .
que la puissance regue par 'impédance Z, soit maximale.

2. Soit une installation modélisée par un résistor de C
résistance R. On souhaite assurer un transfert maxi- I
mal de puissance du générateur (f.e.m. ¢, et résistance I

interne R,) vers le dispositif. On fait ’hypotheése que R,
R > R,. Pour cela, on intercale entre le générateur et L R
le dispositif un circuit réalisé avec une inductance L et €

un condensateur C.

Calculer L et C en fonction de R,, R et de la pulsation
o pour que la puissance regue par R soit maximale. On
dit alors qu’il y a adaptation d’impédance.

Figure 17.12

3. Dansle cas ot R < R,, le montage précédent ne convient pas. On se propose de placer L
avant C. Calculer de nouveau L et C pour réaliser 'adaptation d’impédance.

B Adaptation du facteur de puissance d’un moteur, d’aprés ENAC 2000

Un moteur M équivalent a un résistor de résistance I A
R associé en série avec une bobine de coefficient >
d’auto-inductance L est alimenté en courant alter- A
natif sinusoidal de fréquence f = 50 Hz par un fil R
de résistance négligeable (figure 17.13). Le moteur

consomme une puissance moyenne P, = 4,4 kW U C
et son facteur de puissance est égal a 0,6. On mesure
entre ses bornes A et B une tension de valeur effi-
cace U =240 V.

1. a) Calculer le courant efficace I circulant dans la
ligne.

b) Calculer R et L

B
Figure 17.13

2. Pour relever le facteur de puissance de I'installation, on connecte entre les bornes A et B
un condensateur de capacité C. La tension mesurée aux bornes du moteur a toujours la valeur

efficace U = 240 V.

393



Chapitre 17 — Puissance

a) Calculer la plus petite valeur de C pour que le nouveau facteur de puissance soit égal a 0,9.
b) Calculer la puissance moyenne P/, absorbée par le moteur.

c) Calculer I'intensité efficace I’ du courant circulant dans la ligne.

U2  Réle d’un fusible

Un dipdle est alimenté en régime sinusoidal forcé par la tension u(f) = U+/2cos(2aft)
avec U = 240 V et f = 50 Hz. DLintensit¢ du courant qui le parcourt est alors

i(1) = I/2 cos2mft + ).

1. Donner les expressions de 'impédance complexe Z du dipdle ainsi que celle de son module
Z en fonction de U, I et ¢ (on notera j le nombre imaginaire pur tel que /> = —1).

2. a) Etablir I'expression de la puissance électrique moyenne P, absorbée par le dipdle en
fonction de U, I et ¢.

2
b) En déduire l'expression P, = R - R étant la résistance du dipdle (partie réelle de

I'impédance).

Un fusible assimilable a un résistor protége une ligne fusible

électrique (AB, A'B'), alimentant en régime sinu- A B
soidal forcé, sous une tension efficace U et une

fréquence f, un dipole D assimilable a une bobine

d’inductance L = 30 mH en série avec un résistor u D

de résistance R (figure 17.14).

Lintensité efficace admissible dans la ligne est A /
B

Lnax = 16 A.

Ce dipdle absorbe une puissance électrique Figure 17.14

moyenne P, = 2 500 W. La ligne (4B, A'B') se
comporte comme un dipole purement ohmique de résistance électrique totale Ry = 1,2 (),
fusible compris.

3. a) Calculer les deux valeurs possibles Ry et R, de la résistance R du dipole D.
b) Pour chaque valeur de R; et Ry, calculer 'intensité efficace I} et I, dans le dipole D
c) Déterminer la seule valeur de R possible compte tenu de la présence du fusible.

d) En déduire I'intensité efficace Iy du courant électrique circulant dans la ligne (AB, A'B’) et
la puissance P, dissipée par effet Joule dans cette ligne.

4. On ajoute en paralléle sur le dipole D un condensateur de capacité C = 130, 4 uF.

a) Calculer les intensités efficaces I, dans le dipole D, I, dans le condensateur et I dans la
ligne.

b) Déterminer la puissance P}, dissipée par effet Joule dans la ligne.

c) Comparer P, et P). Conclure quant i I'intérét du condensateur.
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Réponse frequentielle

d’'un circuit linéaire - 1 8
Filtres linéaires du premier
et du second ordre

1. Notion de quadripéle

1.1 Quadripéle

Un quadripdle (Cf. figure 18.1) est
un réseau électrique comportant

= , o . Ultilisation
quatre bornes de liaison avec I'ex-  Générateur () | Quadripole D ou
mesure

térieur :

e deux bornes reliées a un géné- ) ) o
) , N - Figure 18.1 Schéma général d'un quadripdle.
rateur d’entrée ou a un cir-
cuit linéaire représenté par son

modeéle de Thévenin ou de

1 1
Norton ; ‘Y o
e deux bornes reliées a un cir- G ‘Ve Q ‘ v | U
cuit d’utilisation (aussi appelé
circuit de charge).

Un quadripdle est dit linéaire
s'il est composé uniquement de

Figure 18.2 Conventions d’orientation.

dipdles linéaires.

On choisira les conventions représentées sur la figure 18.2 :

e alentrée, le quadripdle est en convention récepteur et le générateur G en conven-
tion générateur ;

e 3lasortie, le quadripdle est en convention générateur et la charge U en convention
récepteur.
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» Remarque : Nous verrons dans la suite qu'il arrive tres souvent que les deux bornes
du bas soient reliées entre elles et reliées a la masse comme dans le cas ou le quadripble
est un amplificateur opérationnel.

1.2 Complément : notion d'impédances d’entrée et de sortie

Si on considére un quadripole en régime sinusoidal, on peut adopter deux points
de vue (Cf. figure 18.3). Le générateur ne voit qu’un dipole passif, constitué en fait
du quadripodle et de la charge; ce dipdle est traversé par I'intensité i, sous la tension
.. La charge, elle, ne voit qu'un dipole actif, constitué en fait du générateur et du
quadripole, générant une intensité i; sous une tension v;.

dipdle vu dipdle vu
de l'utilisateur du générateur
Figure 18.3 Quadripdle vu du Figure 18.4 Modélisation des
générateur ou de l'utilisateur. entrée et sortie d'un quadripéle.

On peut donc modéliser le quadripdle et sa charge en entrée par une impédance
appelée impédance d’entrée et modéliser le générateur et le quadripdle en sortie par sa
représentation de Thévenin ou Norton équivalente.

- > , v . 1. L
e L’impédance d’entrée Z, est le rapport —=. Elle est indépendante du générateur
i

d’entrée mais peut dépendre de la charge (_E:f figure 18.4).

e Vu de la charge, le reste du circuit est donc un dipole actif, on peut le représen-
ter par son modele de Thévenin ou de Norton dont I'impédance porte le nom
d’impédance de sortie Z_ (Cf. figure 18.4) .

2. Fonction de transfert

2.1 Transfert statique

On se place en régime continu et on désigne la grandeur d’entrée par E, (intensité
d’entrée I, ou tension d’entrée U,) et la grandeur de sortie par S, (intensité de sortie
I; ou tension de sortie Uy). Le transfert statique est par définition :

S

Hy= 5 (18.1)
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Fonction de transfert

Dans le cas des rapports de tension ou d’intensité, on parle respectivement d’ampli-
fication statique en tension et en courant. Le rapport I;/U, est appelé transconductance
statique et U,/1, est la transrésistance statique.

Par exemple, dans le cas de I'amplification statique en tension pour les quadripdles
représentés sur les figures 18.5 et 18.6, les condensateurs se comportent comme des
circuits ouverts puisque le courant est continu. Si 'on considére pour les deux cas
qu’il n’y a pas de dipole de charge, les courants dans les résistors sont nuls : pour le
premier U; = 0 V soit Hy = 0 et pour le second U; = U, soit Hy = 1.

C
Ie ‘ ‘ Is Ie IS
n ]
Ue R u UL :: Us
C
Figure 18.5 Transfert statique - Figure 18.6 Transfert statique -
Circuit CR. Circuit RC.

2.2 Fonction de transfert en régime sinusoidal forcé

On se place en régime sinusoidal forcé et on désigne la grandeur d’entrée par e (inten-
sité d’entrée i, ou tension d’entrée u,) et la grandeur de sortie par s (intensité de sortie
is ou tension de sortie u,). Le générateur d’entrée étant sinusoidal :

e(t) = EV2 cos(wi)
en notant E la valeur efficace. La grandeur complexe associée s’écrit :

e(t) = EV2 exp(joi)

Dans un circuit linéaire, il a été vu que le générateur imposait sa pulsation donc en
sortie le signal a méme pulsation que le signal d’entrée :

s(0) = SV2 cos(wr + ¢)
et en notation complexe :
() = SV2 exp (j(wt + @) = SV2 exp (jowt) avec S = Sexp(jp)
On définit la fonction de transfert complexe par :

H(jw) = (18.2)

(I N Y
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C’est une fonction complexe dépendant de la pulsation. On peut la mettre sous la
forme
H(jw) = H(w) exp (jp(w)) (18.3)

De I’équation précédente, il ressort que H(w) = S/E, rapport des valeurs efficaces, est
le module de la fonction de transfert et que ¢@(w), déphasage de la sortie par rapport a
Ientrée, est son argument (défini a 27 pres).

» Remarque :
1. H(jw) est aussi le rapport des amplitudes des grandeurs s(t) et e(t).

2. Suivant les grandeurs de sortie et d'entrée, on parle d'amplification complexe en
tension ou en courant, de transadmittance complexe et de transimpédance com-
plexe. On s’intéressera principalement aux cas ou les grandeurs d’entrée et
de sortie sont des tensions.

Ainsi sur I'exemple de la figure 18.7, si on suppose que 'on branche en sortie un
oscilloscope supposé idéal (d’impédance infinie), on peut appliquer un diviseur de
tension pour calculer le rapport u /u, :

Zc 1 1

. U <
H{jo) = = = = = ; 2
u R+Z-+Z, 1+RY-+Z Y, 1+jLCow—LCw

1‘6’ N N N 1'5 = 0
R L
—e C - U

Figure 18.7 Fonction de transfert - Circuit RLC

2.3 Cas d'un quadripéle chargé

Dans le paragraphe précédent, la fonction de transfert a été calculée sur un quadripdle
non chargé c’est-a-dire avec une charge d’impédance infinie et donc un courant de
sortie nul. La fonction de transfert obtenue est appelée fonction de transfert intrinséque du
quadripdle.

Cependant, la charge n’est pas toujours d’impédance infinie et la fonction de transfert
est alors modifiée.
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Gain

On prend I'exemple suivant (le quadripole est entouré par les pointillés) :

Figure 18.8 Influence de la charge sur la fonction de transfert.

On note Z,, 'impédance équivalente a Z, et Z, en paralléle. On peut alors appliquer

Leq

un diviseur de tension pour calculer la fonction de transfert :
H=5%— _ e
U, Z+ Zeq

La fonction de transfert obtenue est donc différente de la fonction de transfert intrin-
seque ici égale a :
Z,

Z,t 4,

H(jw) n’est pas une caractéristique intrinseque du quadripdle : la fonction de trans-
fert dépend de la charge.

En revanche, si 'impédance de la charge est trés grande, Z., > Z, et on retrouve la
fonction de transfert intrinseque.

3. Gain

Comme les variations de la fonction de transfert en fonction de la fréquence sont
souvent importantes (facteur 10, 100 ou plus), on préfere utiliser une échelle logarith-
mique qu’on appelle le gain en décibels.

3.1 Gain en puissance

=

Sil'on utilise les notations de la figure 18.9,
le quadripdle consomme a I'entrée la puis-
sance moyenne (P,) = U, cos ¢,, ou U, He Q -
et I, sont les valeurs efficaces d’entrée et @,
Pargument de I'impédance d’entrée (égal au
déphasage entre la tension et I'intensité).

Figure 18.9 Gain en puissance.
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De méme, la charge regoit la puissance moyenne (P;) = UL cos ¢, ot U et I sont les
valeurs efficaces de sortie et ¢; 'argument de I'impédance de la charge. Pour définir
le gain en puissance, on utilise une échelle logarithmique :

G, = log @ (18.4)

(P.)
On utilise le logarithme décimal plutot que le logarithme népérien car il est plus facile
de remonter aux rapport 10, 100, 1 000 ... entre la puissance de sortie et celle d’entrée.
Le gain est une grandeur sans dimension ; cependant on a I’habitude de 'exprimer en
bel, unité rendant en hommage a Graham Bell, I'inventeur du téléphone. En pratique,
on utilise un sous-multiple du bel : le décibel (de symbole dB). On indique 'unité en
indice de G :
(P,)

(Pe)

Gp(dB) - 1010g

3.2 Gain en tension

La puissance n’est pas la grandeur la plus facilement mesurable dans un circuit. Il a été
dit précédemment qu’on s’intéresserait surtout aux tensions d’entrée et de sortie d’'un
circuit (grandeurs mesurables directement avec un oscilloscope). Comment étendre la
définition du gain en puissance aux tensions ? Si on exprime les puissances moyennes
en fonction de I'admittance d’entrée du quadripole et en fonction de I'admittance de
la charge :

(P) =Re(Y)U; et (P) =Re(Y,)U’

On peut alors écrire sous une autre forme le gain en puissance :

Us Re(Y,)
Gp(dB) =20 lOg U + 1010g m

Meéme si les parties réelles des admittances sont différentes, on garde comme définition
du gain en tension en décibels :

U
Ggs = 20log T (18.5)
Il faut savoir rapidement passer d’un gain en décibels 2 un gain en tension. Ainsi :
Us
e Gg=20dB & —=10
U
Ui
e Gg=40dB < UZlOO
U, 1
e Gg=—-20dB & —=—
U 10
U, 1
e Gpg=—-40dB & —=—
U, 100
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Etude du comportement en fonction de la fréquence. Diagramme de Bode

4. Etude du comportement en fonction de la fréquence.
Diagramme de Bode

Pourquoi s’intéresse-t-on au comportement d’un quadripole en fonction de la fré-
quence ? On a vu dans le chapitre sur I'étude du circuit R, L, C série que la tension
aux bornes d’un des dipdles d’un circuit R, L, C série dépend de la fréquence.

Dans 'exemple d’une chaine hi-fi, les enceintes comportent plusieurs haut-parleurs,
l'un fonctionnant pour les basses fréquences, le deuxiéme pour les fréquences inter-
médiaires et le dernier pour les hautes fréquences. Il est nécessaire que 'amplificateur
envoie les bonnes fréquences vers chacun des haut-parleurs. Pour cela, il possede des
circuits appelés filtres laissant passer les basses fréquences et coupant les hautes ou bien
laissant seulement passer les fréquences intermédiaires ou bien ne laissant passer que
les hautes fréquences. On voit sur cet exemple qu’il est nécessaire de connaitre le
comportement fréquentiel des circuits.

4.1 Diagramme de Bode

I1 faut choisir une représentation graphique qui permettra en un coup d’ceil de se
rendre compte du comportement du quadripole quelle que soit la fréquence. Il en
existe plusieurs dont la représentation de Bode que ’on va utiliser ici.

Il s’agit de 'une des représentations possibles de H(jw) en fonction de la pulsation w.
On choisit la pulsation plutdt que la fréquence car c’est elle qui apparait naturellement
dans les calculs en complexes comme cela a été vu précédemment. Comme H est un
nombre complexe, on choisit de représenter le module sur un diagramme et l'argu-
ment (ou phase) sur un autre diagramme. Un diagramme de Bode est donc en
fait I’association de ces deux diagrammes. Comme la pulsation est susceptible de
varier sur un large intervalle de valeurs, on adopte une échelle logarithmique en abs-
cisses. En effet, si on veut étudier le comportement du filtre entre O Hz et 1 MHz et
que sur le diagramme on choisit une échelle de 10 cm pour 1 MHz, avec une échelle
linéaire il faut prendre une trés bonne loupe pour savoir ce qui se passe a 1 kHz
correspondant a 0,1 mm alors qu’avec une échelle logarithmique, 1 kHz correspond
a5 cm puisque log 10° = 3 et log 10° = 6.

On représente le gain en décibels et la phase de H(jw) en fonction de log(®/ @),
Wref €tant en général une pulsation caractéristique du circuit (ou de @ en échelle
logarithmique si on dispose de papier semilogarithmique dont I’échelle en abscisses
est logarithmique ). Régulierement on utilise la variable réduite sans dimension
X = 0Ot

Un changement de pulsation de référence entraine une translation horizontale du
diagramme.
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En travaux pratiques, on mesure directement des fréquences et non des pulsations. On
représente alors le gain en fonction de la fréquence et non de la pulsation (en échelle
logarithmique). Les deux diagrammes s’obtiennent 'un de lautre par une translation
horizontale de log,, 2.

Le fait de représenter le gain en décibels permet des constructions graphiques simples
dans les cas ou la fonction de transfert peut se mettre sous forme d’un produit de
fonctions plus simples. Dans ce cas les gains en décibels s’ajoutent de méme que les
déphasages. En eftet, st H = H,H, avec :

H = Hexp(jo) et H; = Hiexp(jp1), H,= Hexp(j¢a)
alors :
G =20logH =20logH; +20logH>, = G1 + G, et @ = ¢+ ¢
Il est alors relativement aisé d’effectuer graphiquement une somme de deux courbes.

Ce point sera détaillé au paragraphe 5.4.

4.2 Bande passante

a) Définition

Lorsque le gain Gyp présente un maximum noté Gyg may, on définit la (les) pulsation(s)
de coupure 3 —3 dB, w, telles que :

Gas(w,) = GgBmax — 3 dB (18.6)
Ga
GdB,max
C;dB,max_3 dB
bande passante
a—3dB
f : w
Wy wj
échelle logarithmique
Figure 18.10 Bande passante.
’ . A 7 w(
On définit de méme la (ou les) fréquence(s) de coupure par f, = o Dans le cas
T

représenté sur la figure 18.10, il y a deux pulsations de coupure :

e ®, pulsation de coupure basse,
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Etude du comportement en fonction de la fréquence. Diagramme de Bode

e w), pulsation de coupure haute.

On appelle bande passante, 'intervalle de pulsation [@;, w;] pour lequel
Gd_B > GdB,max —3dB
On note Aw la largeur de la bande passante :

Aw = w, — w, (18.7)

Par abus de langage, on utilise fréquemment le terme « bande passante » pour dési-
gner Aw.

» Remarque : On peut définir aussi la bande passante avec les fréquences de coupure
a la place des pulsations. C'est ce qu’on fait en général en travaux pratiques puisqu’on
mesure des fréquences et non des pulsations. Dans ce cas, la largeur de la bande pas-
sante est Af = f, — f, ou f, et f, sont respectivement les fréquences de coupure basse
et haute.

Il arrive qu’il n’y ait qu’une pulsation de coupure w, comme dans les cas des
figures 18.11 et 18.12.
Gap

GdB,max
GdB,max =3 B N

bande passante

a—3dB

o, w

échelle logarithmique

Figure 18.11 Pulsation de coupure haute et bande passante.

G

GdB,max
GdB,max —3dB

Wy
échelle logarithmique

Figure 18.12 Pulsation de coupure basse.
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Dans le premier cas, le gain est supérieur 3 Gy max — 3 dB pour les pulsations infé-
rieures 3 @,. La pulsation de coupure w, est donc une pulsation de coupure haute.
Puisqu’il n’y a pas de pulsation de coupure basse, la bande passante est [0, w.] et la
largeur de bande passante :

Aw =w, — 0 = w,

Dans le second cas, le gain est supérieur a Ggg max—3 dB pour les pulsations supérieures
8 p , p p p

a w,. La pulsation de coupure w, est donc une pulsation de coupure basse. La bande

passante est [@,, +00[ et la largeur de bande passante n’est pas définie.

b) Signification physique
Que représente physiquement la bande passante ?

On revient a 'exemple de la figure 18.10. Si un signal d’entrée sinusoidal envoyé sur
le quadripdle a sa pulsation @ dans la bande passante du quadripole (v, < o < wy),
son amplification aura une valeur proche de celle de amplification maximale. Au
contraire, pour un signal dont la pulsation est hors bande passante, 'amplification sera
plus faible. Ainsi, en sortie, un signal hors bande passante sera assez fortement atténué
par rapport a un signal dans la bande passante et de méme amplitude en entrée, d’ou
le nom de bande passante.

On considérera qu'un filtre coupe les composantes du signal dont la pulsation
est hors bande passante et laisse passer celles dont la pulsation est dans la bande
passante.

A quelle valeur de la fonction de transfert correspond la valeur « —3 dB »? Si 'on
cherche x tel que 20logx = 3, on trouve x = V2, soit

max _ Hmax

< H

V2 V2
Il s’agit donc de la méme définition que celle adoptée pour la bande passante de la
résonance d’intensité du circuit R, L, C série.

Gap(@) = Gupmax — 3 < 20log H = 20log

5. Filtres du premier ordre

On appelle circuits ou filtres du premier ordre les circuits dont 1’équation diftérentielle
entre la tension d’entrée et la tension de sortie est du premier ordre. La fonction de
transfert ne contient que des termes de puissance au plus un en .

Dans la suite de ce chapitre, on s’intéresse uniquement a la fonction de transfert
intrinséque de quadripdles (avec une charge d’impédance infinie).
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Filtres du premier ordre

5.1 Filtre passe-bas du premier ordre

. 0

L’étude sera complétement détaillée i_‘:}iik

pour ce premier filtre et plus rapide R

pour les suivants. On étudie le qua- o

dripole de la figure 18.13. Le oy
C

Figure 18.13 Exemple de filtre passe-bas
du premier ordre.

a) Etude rapide

Une étude de filtre doit toujours commencer par 1’étude du comportement en trés
basses fréquences (T.B.F.) lorsque @ — 0 et en trés hautes fréquences (T.H.F.) lorsque
@ — 00 pour connaitre rapidement la nature du filtre.

En T.B.F, les condensateurs se comportent comme des interrupteurs ouverts et en
T.H.F. comme des fils d’ou les circuits équivalents au filtre en T.B.F. et en T.H.F.
représentés sur les figures 18.14 et 18.15.

En T.B.E, le courant est nul dans R et donc v, = v, et H = 1 (Cf. figure 18.14).

En T.H.E, le condensateur se comporte comme un court-circuit donc v, = 0 V et
H = 0 (Cf. figure 18.15).

L, I:] 1‘3 =0 l’(’ I:] = 0
R R
v, =S Ze I =S
C C
Figure 18.14 C(ircuit équivalent Figure 18.15 Circuit équivalent
en basses fréquences. en hautes fréquences.

Il s’agit donc d’un circuit qui laisse passer les signaux de basses fréquences et atténue
ceux de hautes fréquences, on dit que ce filtre est un filtre passe-bas.

b) Calcul de la fonction de transfert

Etant donné que le courant de sortie est nul, c’est le méme courant qui circule dans
les deux dipdles qui sont donc en série. On peut appliquer un diviseur de tension :

H—L}S— Z, _ 1 _ 1
~ v, R+Z 1+RY, 1+jRCw

€
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On constate que ce circuit ne fait intervenir qu’un terme de puissance au plus un en
. Le module de la fonction de transfert vaut :

1
H=—— (18.8)

1+ (RCw)?

On vérifie que I'étude rapide donne des résultats cohérents avec la fonction trouvée
ci-dessus :

e H — 0lorsque w — o0,
e H — 1lorsque w — 0.

On voit immédiatement que H est une fonction décroissante de @ (il est inutile de
calculer la dérivée). Le maximum de H est donc atteint lorsque o tend vers O et
vaut 1 : Hy,, = 1.

c) Pulsation de coupure

Hp 1
V2V?
Elles vérifient 1 + (RCw,)*> = 2 soit . = £(RC)~'. Or physiquement, seules les
pulsations positives ont un sens. Ce filtre n’a qu’une pulsation de coupure haute :
1
" RC

On cherche les pulsations o, telles que H(w,) =

w, (18.9)
Il n’y a pas de pulsation de coupure basse et la plus petite pulsation est O rad.s™'. La
largeur de la bande passante est (Cf. paragraphe 4.2) :

1
Aw = w, — 0 = w,

= 18.10
=G (18.10)

d) Equation canonique d’un filtre passe-bas du premier ordre

La fonction de transfert statique n’est pas toujours égale a 1. De maniere générale,
elle vaut Hy. Avec lexpression de la pulsation de coupure déterminée au paragraphe
précédent, on peut donc écrire 'expression générale de la fonction de transfert d’'un
filtre passe-bas du premier ordre :

. H,
H(jw) = @ (18.11)
142
a)[
)
Il semble naturel de choisir ici w,f = w, et la variable réduite est x = —. Dans ce
w[
cas, la fonction de transfert s’écrit :
. 0
H = 18.12
Hip = 1 (15.12)
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Filtres du premier ordre

Cette expression, qu’il faut connaitre, est appelée expression canonique des filtres passe-bas
du premier ordre.

Dans le cas ou le filtre est réalisé avec d’autres composants (R et L) par exemple, la
forme canonique reste la méme mais les expressions de Hy et w, changent.

e) Etude du gain en dB

De I'équation canonique (18.12), on tire le gain en décibels :

|Hy|
V1 + x?

Dans la suite, on note Gy le terme 20 log |Hp|.

Gas = 201log = 20log|Hy| — 10log(1 + &%)

Quel est le comportement asymptotique du gain en T.B.F. et T.H.F.?

En T.B.F, on peut écrire ® < , soit 1 >> x (= ). On peut donc négliger le terme
en x dans Ggp. Puisque log1 = 0, on trouve I’équation d’une premiére asymptote
(notée Gjyj;) pour la fonction Gyg :

Giz = Go en T.B.F.

En T.H.F, c’est le contraire : > w, soit 1 < x (= -*). On garde donc uniquement

le terme en x dans Ggp. On trouve alors I’équation d’une deuxieéme asymptote (notée
Gy - .
Gy = Go — 20logx = Gy — 20log — en T.H.F.
)

c

On veut tracer Ggg en fonction de logx. L’équation de GJj; est I'équation d’une
droite en coordonnées logarithmiques. En effet, 'ordonnée Y est égale 3 Gij;(w), et
'abscisse X a logx = log(w/w,). On obtient bien I’équation d’une droite :

Y - G() - 20X

Quelle est la pente de cette droite ?

On calcule la valeur de lasymptote pour deux pulsations w; et w, = 10 wq, donc
pour deux valeurs de x, x1 et xp = 10x7 :

Gi(x1) = Gy — 20log xy
G2 (x2) = Gy — 20logxs = Gy — 20log 10 — 20log

Soit Gij;(x2) — Gij(w1) = —20 dB. Ainsi lorsque la pulsation est multipliée par 10
(on parle d’une décade), le gain est diminué de 20 dB, on dit que Pasymptote a une
pente de =20 dB/décade (souvent noté —20 dB/déc).
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» Remarque : Lorsque la pulsation est multipliée par deux (les musiciens utilisent alors
le terme d'octave), le gain est diminué de 6 dB. La pente de I'asymptote est donc aussi
de —6 dB/octave.

En quel point se croisent les asymptotes ?
On écrit I’égalité des équations des deux droites :
G =Gk & 20logx=0 & x=1 & w=o0

Avant de tracer la courbe, on détermine sa position par rapport aux asymptotes :

1
Gag(x) — GiL(x) = 20log —— < 0
() — Giys) = 20log ——

X
GdB(X) — SZB(X) = 2010g \/ﬁ <0
X

Dans les deux cas, la courbe est au-dessous de I'asymptote.

On peut déterminer numériquement

Pécart entre la courbe et les asymp- Gap

totes: 20

e Pour x = 0,1, soit w = 0,1 w,, ™
Gagg = —4,3-107% dB alors que
Pasymptote vaut 0 dB, —2 —1 0 1 2

e Pour x = 10, soit w = 10w, log(x)
Gg = —20,04 dB alors que

Pasymptote vaut —20 dB.

Ainsi, sauf pour des valeurs de w
proche de w,, la courbe est quasiment
confondue avec les asymptotes.

Le diagramme est représenté sur la
figure 18.16 pour trois valeurs de
Hy : 0,1; 1 (cas du circuit de la
figure 18.13) et 10. On commence T—60
toujours le tracé par celui des asymp-
totes avant celui de la courbe réelle.

Figure 18.16 Diagramme de Bode en
gain d’un filtre passe-bas du premier ordre

On remarque que c’est 3 la pulsation pour différentes valeurs de H, : points :
de coupure que I'écart entre la courbe Hy = 0,1, trait plein : Hy = 1,
et les asymptotes est le plus grand. pointillés : Hy = 10.
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Filtres du premier ordre

f) Etude de la phase en fonction de la pulsation

I1 est intéressant de calculer les équivalents de la fonction de transfert pour déterminer
rapidement les phases en T.B.F. et T.H.F. Ainsi en T.B.F., H est équivalent a Hj;
c’est un réel d’argument Arg Hy.

, . Hy o, @ .
En T.H.F, H est équivalent 3 — = —jHy—. C’est un imaginaire pur d’argument
Jx 1)
—3 + Arg Hp.
Dans le cas général ou Hj est différent de 1, il faut faire attention a son signe :
e si H est positif, Arg Hy = 0;
e si Hj est négatif, Arg Hy = .

On fait I'hypothese dans la suite que Hj est positif. Dans le cas contraire, il faut penser
a ajouter 77 aux résultats obtenus.

Pour faire une étude plus précise, on utilise le fait que 'argument ¢ est égal a la
différence entre les arguments du numérateur (¢n) et du dénominateur (¢p). Soit ici

¢ = —¢p. Or:
1)

tangpp = —
c

Est-ce suffisant pour écrire que ¢p = arctan > ? Non, il y a une indétermination sur
¢@p car @¢p et ¢p + 7 ont méme tangente. Il faut déterminer I'intervalle de longueur
7 dans lequel se trouve ¢p. Pour cela, on regarde, par exemple, le signe de la partie
réelle de H qui est aussi le signe de cos ¢ p. On peut aussi déterminer le signe de la
partie imaginaire si c’est plus simple ; il est de méme signe que sin ¢p. Ici cos @p est
positif donc —7F < ¢p < 5. On peut alors écrire :
1)
¢ = —@p = —arctanx = — arctan —
w[
On retrouve les comportements
T.B.F. et T.H.F. déja déterminés.

On note que pour x = 1 (soit
T

¢ (en radians)

2 . -0 1 ?
log()

w=w),p= 1
On obtient le graphe de la figure
18.17. On peut aussi tracer deux -
diagrammes asymptotiques repré-
sentés sur la figure : l'un en
marche d’escalier et Pautre reliant

IS

|
SIE

les deux asymptotes horizontales

par une droite oblique entre Figure 18.17 Diagramme de Bode en phase

/10 et 10 w,. d'un filtre passe-bas du premier ordre.
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g) Comportement intégrateur

Comme cela a été vu au paragraphe précédent, pour w > w,, c’est-a-dire lorsque
lon peut confondre la courbe du gain avec asymptote, la fonction de transfert peut
s’écrire :

jw
or: H =y /v,. En combinant ces deux expressions, on obtient :

v,
vy = Hyw.—
®

On se rappelle qu’avec des signaux complexes, diviser par jo revient a intégrer. On
en déduit qu’un filtre possédant une asymptote de —20 dB/déc se comporte dans la
zone de 'asymptote comme un montage intégrateur avec :

v .
v, = Hy w[j__ae) soit v, = Hy w, / vdt

5.2 Filtre passe-haut du premier ordre

On étudie maintenant le filtre de la figure 18.18.

Figure 18.18 Exemple de filtre passe-haut du premier ordre.

a) Etude rapide

En T.B.F, les condensateurs se comportent comme des interrupteurs ouverts, et en
T.H.F. comme des fils, d’ou les deux circuits équivalents représentés sur les figures
18.19 et 18.20.

Figure 18.19 C(ircuit équivalent
en basses fréquences.
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Figure 18.20 Circuit équivalent
en hautes fréquences.
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En T.B.F,, le courant est nul dans R et donc vy, = 0 V et H = 0 (Cf. figure 18.19).

En T.H.F, le condensateur se comporte comme un court-circuit donc v, = v, et
H =1 (Cf. figure 18.20).

Il s’agit donc d’un circuit qui laisse passer les signaux de hautes fréquences et atténue
ceux de basses fréquences, on dit que ce filtre est un filtre passe-haut.

b) Calcul de la fonction de transfert

Etant donné que le courant de sortie est nul, c’est le méme courant qui circule dans
les deux dipoles qui sont donc en série. On peut appliquer un diviseur de tension :

oL _ R Y _ jRCw
= v, R+Z 1+RY, 1+jRCw

€

On peut écrire aussi H sous la forme :

ﬂ:
1+

1
jRCw

On constate que ce circuit ne fait intervenir qu’un terme de puissance au plus un en
. Le module de la fonction de transfert est :

H= (18.13)
1

" (RCw)?

On vérifie que I'étude rapide donne des résultats cohérents avec la fonction trouvée
ci-dessus :

e H — 1 lorsque @ — 00,

e H — 0lorsque w — 0.

On voit que H est une fonction croissante de w. Le maximum de H est donc atteint
lorsque @ — oo et vaut 1 : Hyx = 1.

c) Pulsation de coupure

HlllaX
On cherche les pulsations w, telles que H(w,) = Elles vérifient

s

1+ (RCw,)~? = 2 soit o, = £(RC)~!. Comme précédemment, on ne garde que la
solution positive. Ce filtre n’a donc qu’une pulsation de coupure basse :
! (18.14)
W == .
‘" RC
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d) Equation canonique d’un filtre passe-haut du premier ordre

En haute fréquence, la fonction de transfert n’est pas toujours égale a 1. De maniére
générale elle vaut Hy. Avec 'expression de la pulsation de coupure déterminée au
paragraphe précédent on peut donc écrire I'expression générale de la fonction de
transfert d’un filtre passe-haut du premier ordre :

Hy
H(jw) = H _ o (18.15)
A ) W :

Cette expression, qu’il faut connaitre, est la forme canonique des filtres passe-haut du
premier ordre.
Comme pour le filtre passe-bas, on choisit naturellement w..f = w, et pour variable

’ . a) ’ . . .
réduite x = —. L’équation canonique avec la variable x est donc :
a)f

H() . H() ]:X?

1 - .

11— 1+ jx
X

H(jw) = (18.16)

Comme pour le filtre passe-bas, si le filtre est réalisé avec d’autres composants (R et
L) par exemple, la forme canonique reste la méme mais les expressions de Hy et @,
peuvent changer.

e) Etude du gain en dB

D’apres I'expression canonique, le gain en décibels est :

H, 1
Gap = 20log ——— = G, — 10log [ 1 + —
X

1
1+ =
avec Gy = 20log Hy.

Quel est le comportement asymptotique du gain en T.B.F. et T.H.F.?

. (& .

En TB.F, w < w,soit 1 > x <: —> On garde donc uniquement le terme en x
c

dans Ggp. On trouve alors I’équation d’une premiére asymptote :

w

1
Gip = Go — 20log — = Gy +20logx = Gy + 201og en T.B.F.
X

wf
En s’inspirant de I’étude du filtre passe-bas, on peut dire que I'expression précédente
est I’équation d’une droite mais cette fois-ci de pente +20 dB/déc.

w(
le terme en x dans Ggp. Puisque log1 = 0, on trouve 'équation d’une deuxieme
asymptote :

1)
En T.H.F,, on peut écrire w > @, soit 1 < «x <: —> On peut donc négliger

G = Gy en T.H.F.
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En quel point se croisent les asymptotes ?

On écrit I'égalité des équations des deux
droites : Gan

Gi) = Gx) < 20logx =0

S x=1 & w=ow,

On laisse au lecteur le soin de montrer -2 -

(pour s’exercer) que la courbe est au- log(x)

dessous de ses asymptotes.

Comme pour le filtre passe-bas, la courbe
est quasiment confondue avec les asymp-
totes sauf pour des valeurs de @ proches
de w,.

Le diagramme est représenté sur la figure
18.21 pour trois valeurs de Hy : 0,1; 1 (cas
du circuit de la figure 18.18) et 10. On
rappelle que le tracé commence toujours
par celui des asymptotes avant celui de la
courbe réelle.

—60 -

Figure 18.21 Diagramme de Bode en
gain d'un filtre passe-haut du premier
On remarque que c’est encore a la pul- ordre pour différentes valeurs de Hj :
sation de coupure que 1’écart entre la points : Ho = 0,1, trait plein :

courbe et les asymptotes est le plus grand. Ho =1, pointillés : Hy = 10

f) Etude de la phase en fonction de la pulsation

Comme pour le filtre passe-bas, il est intéressant de calculer les équivalents de la
fonction de transfert pour déterminer rapidement les phases en T.B.F. et T.H.F.

Hy Hyw

En T.B.F, H est équivalent 3 — = j . C’est un imaginaire pur d’argument

_J; w(

T
5 + Arg Hy.
En T.H.F., H est équivalent a Hy ; c’est un réel d’argument Arg Hy.

Comme pour le filtre passe-bas, dans le cas général ou Hj est différent de 1, il faut
faire attention a son signe :

e si Hj est positif, Arg Hy = 0;
e si Hj est négatif, Arg Hy = 7.

On fait ’hypothése que Hy est positif. Dans le cas contraire, il faut penser a ajouter 7
aux résultats obtenus.
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Pour faire une étude plus précise, on utilise toujours le fait que ¢ = ¢n — ¢@p. Or:

1 W,
tangp = —— = ——
x )
, . 1 , :
Est-ce suffisant pour écrire que ¢p = arctan —? Comme précédemment, il y a

. , . . , . 5- X
une indétermination sur ¢p. On détermine l'intervalle de longueur 7 dans lequel
: S s s Lot
se trouve @p. Ici cos ¢p est positif donc —F < ¢p < 5. On peut alors écrire :

w

¢ = —@p = arctan x = + arctan —

We

On retrouve les comportements
T.B.F. et T.H.F. déja déterminés.

On note que pour w = o,
T

¢:Z~

On obtient le graphe de Ia
figure 18.22.

On peut aussi tracer les deux dia-
grammes asymptotiques : celui en
marche d’escalier et I'autre reliant log(x)

| |
T T y

les deux asymptotes horizontales ) —1 0 1 2

¢ (en radians)

s
2

A

par une droite oblique entre /10

Figure 18.22 Diagramme de Bode en phase
et 10w.,.

d'un filtre passe-haut du premier ordre.

g) Comportement dérivateur

Comme cela a été vu au paragraphe précédent, pour w < o, c’est-a-dire lorsque
lon peut confondre la courbe du gain avec asymptote, la fonction de transfert peut
s’écrire : )

H _ ]Ho w

(2

v, . ) .
Or: H = =, en combinant ces deux expressions, on obtient :

—€

. v,

v, = jHo 0=

o,

On se rappelle qu’avec des signaux complexes, multiplier par jow revient a dériver.

On en déduit donc qu’un filtre possédant une asymptote de +20 dB/déc se comporte
dans la zone de I'asymptote comme un montage dérivateur avec :

Hy , ) H, dv,
V. — — WV SO1t Vg — ——
- wcj - Y ow, dt
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5.3 Récapitulatif

Avec un filtre d’ordre 1, on ne peut avoir que des asymptotes de pentes 0 dB/déc et
-20 dB/déc ou 20 dB/déc.

En ce qui concerne la phase, elle ne peut varier que de 77/2 en valeur absolue et sa
variation est monotone (soit croissante, soit décroissante).

Silon désire des variations de phase plus importantes ou des pentes plus importantes,
il est nécessaire de combiner plusieurs filtres d’ordre 1 ou d’utiliser des filtres d’ordre
supérieur qui seront étudiés dans la suite.

5.4 Composition de filtres d'ordre 1

Il arrive qu’une fonction de transfert puisse étre mise sous la forme de produits ou
rapports de fonction de transferts d’ordre 1. On va montrer sur un exemple qu’il
est alors aisé de tracer les diagrammes de Bode en gain et en phase en sommant les
courbes graphiquement, comme on I’a déja signalé au paragraphe 4.1.

LW
1+j—
Soit H = 73;, avec wy > wy. On peut alors décomposer H en un produit de
1+j—=
I
deux fonctions H; et H, avec :
Hyo=1+j2 o Hy= '
=177 ¢ = )
w1 1 +]72
1)

On peut alors étudier séparément les deux fonctions de transfert.

a) Diagramme en gain

On écrit le gain en décibels comme une somme :
Ggg = 20 IOgH =20 IOgH1 + 20 10gH2 = G],dB + Gg‘dB
w0\ 2
» Etude asymptotique de G g5 = 20log4 /1 + <—> :
W
®
e Pour w < wy, — < 1. Lasymptote est Gj' ;; = 0 dB.
w1 ’
w X w .
e Pour w > w;, — > 1. L'asymptote est G}’ 3 = 20log —, soit une droite de
@ )

1 w1
pente 20 dB/déc.

Les deux droites se croisent pour @ = w;.
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, / 2
» Etude asymptotique de Gy g = —20log /1 + (%> :
w

® 1)
e Pour » < @y, — > 1. L’asymptote est G5'y; = 20log —, soit une droite de
0] ’ w»>
pente +20 dB/déc.
1)
e Pour @ > ), — < 1. Lasymptote est G3qp = 0 dB.
© ,

Les deux droites se croisent pour @ = w;.

On effectue le tracé des quatre asymptotes puis pour avoir les asymptotes de la courbe
finale on ajoute les droites (Cf. figure 18.23). Il y a trois zones :

e Zone 1 pour @ < ; : somme de G5z et de Gy, soit une droite de pente
+20 dB/déc.

® Zone 2 pour wy < w < w; : somme de G et de G}y, soit une droite de pente
+0 dB/déc.

e Zone 3 pour w; < o : somme de G5y, et de Gy, soit une droite de pente
+20 dB/déc.

II suffit alors de tracer la courbe réelle qui ici traverse Iasymptote.

Gas
L 40
t 20
log(x)
-2 0 2 4 6

—20
[ —40
L —60

Figure 18.23 Composition de diagrammes de Bode en gain.
0w 1
avec X = —— Ol Wyer = lrad - s~ .
Wref
b) Diagramme en phase

La phase ¢ est la somme des phases ¢ et ¢,. On commence donc par étudier chaque
phase séparément. Sachant que la phase pour chaque fonction d’ordre 1 varie de
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/2 en valeur absolue et qu’elle varie de maniére monotone, il suffit de trouver les
comportements T.B.F. et T.H.F.

» FEtude de la phase de H, = 1 -i-]ﬂ :
W

e Pourw < wy, — < 1, H; >~ 1 et Pargument est ¢ = 0.
(1

w

e Pourw > wy, — > 1, H ~j— et argument est ¢ = 7/2.
W W

D’autre part, ¢1 = 7/4 pour w = w;.

, w —1
» Etude de la phase de H, = (1 +]—2) :
1)
) w2\~
o Pourow<Kwy,, — K1, H,~ <]—) et 'argument est ¢, = —7/2.
w»> w
1)
e Pour w > wy, — > 1, H, >~ 1 et Pargument est ¢, = 0.
w>2
T
D’autre part, ¢ = -7 pour w = w>.

On trace alors ¢ et ¢, (Cf. figure 18.24) puis on eftectue graphiquement la somme
pour obtenir ¢.

¢ (en radians)

/2 |

log(x)

=

Figure 18.24 Composition de diagrammes de Bode en phase : points : ¢; et ¢, trait

. —1
plein : ¢ et x = w/wref aveC wres = 1 rad.s™ .

6. Filtres du deuxiéme ordre (PCSI, PTSI)

On s’intéresse aux fonctions de transfert du deuxiéme ordre, c’est-a-dire celles qui
ont comme terme de plus haut degré un terme en @”. Toute I'étude sera menée sur
un circuit R, L, C série déja étudié bien que dans la pratique on utilise trés souvent
des circuits autres que le circuit R, L, C série mais on pourra toujours se ramener a la
méme forme canonique.
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On utilise les constantes caractéristiques définies dans le chapitre sur I'étude du circuit
R, L, C série :

1
Wy = \/T_C pulsation propre et (18.17)
L 1
el facteur de qualité (18.18)
R RCa)()

Comme pour les filtres d’ordre un, on suppose que la charge a une impédance infinie
donc que le courant de sortie du quadripdle est nul.

On utilisera d’autre part les résultats des calculs sur les résonances et sur le circuit
R, L, C série effectués dans le chapitre correspondant. Il est donc indispensable que le
lecteur maitrise cette étude.

6.1 Filtre passe-bas du deuxiéme ordre

Le circuit étudié est celui de la figure 18.25 ou la tension de sortie est prise aux bornes
du condensateur.

i =0
S
R L
—€ SRS

Figure 18.25 Exemple de filtre passe-bas du second ordre.

a) Etude des comportements limites

En T.B.F., le condensateur se comporte comme un circuit ouvert et la bobine comme
un court-circuit. On obtient le schéma équivalent de la figure 18.26. L’intensité est
nulle dans le circuit donc toute la tension d’entrée se reporte aux bornes de C et
v, =1, s0it H=1.

En T.H.F,, le condensateur se comporte comme un court-circuit et la bobine comme
un circuit ouvert. On obtient le schéma équivalent de la figure 18.27. La tension de
sortie est prise aux bornes d’'un court-circuit, elle est donc nulle et H = 0.

i, i,.=0 i =0
~ e e
R L
Ze C 2 L C P Zs
( »
Figure 18.26 Circuit équivalent Figure 18.27 Circuit équivalent
en basses fréquences. en hautes fréquences.
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Le filtre laisse passer les basses fréquences et coupe les hautes fréquences, il s’agit donc
d’un filtre passe-bas.

b) Calcul de la fonction de transfert

Comme le courant de sortie est nul, on peut appliquer un diviseur de tension
et:

Z 1 1

—C

T R+Z,+Z YR+Z,Y +1 1-LCa?+/RCaw

H =

SIS

€

On retrouve les comportements limites en faisant tendre @ vers 0 ou vers U'infini. Si
I'on utilise les expressions de @, (18.17) et Q (18.18), alors le terme LCw? devient

0\’ . w
— | et RCw devient ——.
wo wo

On obtient donc la fonction de transfert sous forme canonique :

1

0\’ o
-
g w)Q

En fait, le numérateur n’est pas for