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Avant-propos

En proposant ici réuni en un seul ouvrage le programme de la premitre année MPSI des Classes Préparatoires aux

Grandes Ecoles, nous avons voulu privilégier la simplicité et la concision. Nous avons cherché pour chaque nouvelle notion
lintroduction la plus économique et les démonstrations les plus compréhensibles pour le débutant. Ce livre ne se sub-
stitue pas au cours oral d’un professeur, mais nous espérons qu’il constituera pour 'étudiant un outil de travail et de référence.

Quelques reperes typographiques doivent aider le lecteur :

tous les mots nouveaux, définis au fil du texte, sont repérés par un fond coloré et sont répertoriés dans 'index.

les résultats essentiels et les énoncés des théorémes sont encadrés ; les démonstrations sont clairement identifiées par un
filet marginal.

des applications proposent, au fur et & mesure, des situations ot sont mises en oeuvre les notions étudiées.
une fiche-méthode résume, en fin de chapitre, les principaux savoir-faire indispensables pour les exercices.
chaque chapitre comporte un exercice résolu qui propose une solution rédigée et commentée d’un exercice classique.

les exercices de chaque chapitre sont accompagnés a la fin du livre d’indications et réponses qui peuvent aller, suivant la

difficulté, d’'une simple réponse numérique 1 une solution détaillée en passant par le "coup de pouce" souvent nécessaire.
q

Ces éléments de réponse n’ont évidemment d’intérét que pour le lecteur qui a effectivement cherché I'exercice et qui

veut vérifier ses résultats. Ils doivent étre lus de fagon active, le crayon 2 la main, et ne sont jamais définitifs : c’est au

lecteur de conclure et, §il le désire, de rédiger complétement sa solution.

nous avons choisi des exercices posés aux oraux des concours lorsque ceux-ci ne portent que sur le programme de
Premiere Année, ce qui est tout de méme assez fréquent.

Les nouveaux programmes préconisant I'introduction du calcul formel, nous avons choisi de présenter tout au long de

I'ouvrage I'utilisation d’une calculatrice, en reperant toutes les fonctions relatives aux notions étudides et les complétant

éventuellement par de petits programmes.

Nous remercions tous ceux qui ont bien voulu nous faire bénéficier de leurs remarques et de leurs conseils.

Les auteurs
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Nombres
complexes

INTRODUCTION

Réviser et enrichir les notions
vues en Terminale.

Préparer le cours d’algtbre en
donnant des premiers exemples
de structures.

Préparer le cours d’analyse, ol
les fonctions pourront étre aussi
bien & valeurs complexes que
réelles.

Utiliser les nombres complexes

pour la trigonométrie.

és de la résolution générale de I'équation du
N troisieme degré par Bombelli (1572) — voir
Exercice résolu — les nombres complexes sont long-
temps considérés comme de commodes intermédiaires
de calcul n'ayant pas d'existence propre. Cest Ha-
milton en 1837 qui donne pour la premiére fois une
construction satisfaisante des nombres complexes &
partir des couples de nombres réels.
L'intérét majeur du corps des complexes réside dans le
théoréme de d’Alembert que nous évoquerons dans le
chapitre Polyndmes (chapitre 13) : tour polyndme
non constant a coefficients complexes posséde des ra-
cines! Par ailleurs, les nombres complexes constituent
un outil commode en géométrie plane et en trigono-
métrie.




Nombres complexes

) Corps des complexes

1.1 e Définition des nombres complexes

On appelle ensemble des nombres complexes et on note C I'ensemble R? que
I'on munit des lois de composition interne :

o addition :
Vix,7) €C V',y) €C (x,9)+ &, y)=x+x,y+))
o multiplication :
V(x,y) € C V(x',y') eC (x,y)x(x’,y') = (xx’ —yy’,xy’ + x'y)
On peut identifier le complexe (x,0) au réel x, ce qui revient & considérer R
comme une partiec de C; nous constatons que ces deux lois prolongent 2 C

'addition et la multiplication définies sur R :

Y(x,x') € R? (x,0) + (", 0) = (x + x', 0)
(x, 0)x(x",0) = (xx", 0)

Le complexe (0,1) est tel que (0, 1)> = (—1,0), nous le notons 7.

L’écriture du complexe z = (x,y) devient alors :

z=x+1y, (x,}/)GRZ ou #2=-1

La partie imaginaire

T | x est appelé partie réelle de z, y est appelé partie imaginaire de z.

) Par définition, (x,y) est 'unique couple de réels tel que z =x+ iy :

Notations x = Re (z2) y = Im (2).

Un complexe z est réel si et seulement si sa partie imaginaire
T Few Faw | Fuw FE F& LT o
- {—lFI1gebr*aTEalc,TDther*TPrngDTElear a—z...] est nulle. Un complexe z est dit imaginaire si sa partie réelle
est nulle. L’ensemble des imaginaires est noté¢ 7R.
m(1+2:8)(5-3i) 1+ 75
1+14 3
- i 1.2 Structure de corps de C
m(1-2- i]4 TH2d-d Laloi + définie sur C possede les propriétés suivantes :
®reglix+i-4) » ..
: . e elle est associative :
E lmag(x il H:I d ! " 3 / i / 1
imag ot i %uyd V(z,2,2)€C’ (z+2)+2 =z+(z +2)
FIHIN KAD ALTH FAE _E/50

o 0 est élément neutre de C pour + :
VzeC z+0=0+z2=2

LaTI-92/Voyage 200 sait bien stir calculer avec les nombres
complexes.
o tout élément de C possede un symétrique pour + :

VzeC JZe€C z+2=2+2=0:
siz=x+iy, 2 =—x+i(—y) =—z
Ces propriétés conferent 2 (C, +) une structure de groupe, de plus 'addition est

commutative sur C.

On dit alors que (C, +) est un groupe abélien.
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Nombres complexes

Laloi x définie sur C possede les propriéeés suivantes :

o elle est associative :

V(z,2,2") € C°

(zx2)x3" = zx(z'xz"")

o 1estélément neutre de C pour x :
VzeC 2zxl=1lxz=2z

¢ tout élément non nul de C possede un symétrique pour x :
VzeC* 32 €C" zxd =2'xz=1":

. . /
Sl 2=x+1), 2 =

x—zy_l

.X'2 +_)/2 Z

(C*, x) est donc un groupe abélien, puisque x est commutative sur C.

Enfin, x est distributive par rapporta + :

V(z,2,2") € C°

/ 1 " / 1
(z+2)xz' = zxz +2 xz

Ces propriéeés conferent 2 (C, +, x) une structure de corps commutatif.

Ces notions seront étudiées de facon plus approfondie dans le chapitre 11

Structures algébriques usuelles.

1.3 ¢ Conjugué d'un nombre complexe

| -1E Al -;7 ;EPETCF;{GTD

{I'I!l;r‘TF'r‘FEISN I IIITI: 1 E'-Elr'F‘E a-Z.. ]

Bxtiigdz wEud
| oo i) R
conjizl
FIATH FAD AUTD FINC 2750
Le conjugué de z est noté conj(z).
On en déduit :
et

On appelle conjugué du nombre complexe z
(x,7) € R?, le complexe :

Z=x—1

@)

Cette application est involutive : Vz € C
donc bijective.

De plus :
V(z,2) € C? z+2d =z+7, z-2 =
V(z,2) €C? z—2 =z—2
Ve #) e CxCt (5) =2
Z z/
VzeC" VYneZ nz=nz ; z2'"=2"

X + 1y ou
z, elle est
z/

Le conjugué permet d’exprimer facilement la partie réelle et la partie imaginaire
d’un complexe, et donc de caractériser les réels et les imaginaires :

Vz€C Re(@ =22 Im(@="_2
2 21

VzeC zeR <— z=17;
z€EIR <— z=—%




Nombres complexes

1.4 ¢ Interprétation géométrique

complexeun plan P rapporté a un repére orthonormé (O, #, 7).
nter le nombre complexe z = x + 4y par le point M de coor-

Le point M est appelé image de z, et réciproquement z est appelé affixe de

Si M et M’ sontdeux points d’affixes z et z’, on appelle aussi affixe du vecteur

y
I . M@ On appelle plan
On peut représe
données (x,y) (Doc. 1).
e M.
x’ ol u x X
) A
Y MM’ le complexe 2’ — z.

Doc. 1 Image d’un nombre complexe. Les axes (O, )
imaginaires.

et (0,7) sont appelés respectivement axe des réels et axe des

L’image de Zz est symétrique de I'image de z par rapport a 'axe des réels, en

y
R B +M@)
) Modu
0] Ex X
2.1 Modul
e s EEEEEEEEREES M)
Soit 2 =x+ 1y

Doc. 2 Image du conjugué.

accord avec le caractere involudif de la conjugaison (Doc. 2).

le d’un nombre complexe

e d'un nombre complexe
€C, ol (x,y) € R* :

2Z=(x+ip)lx—iy) =x*+y* : 2Z €R,

On appelle module de z le réel positif : |z| = /zz.

| :E Al JEEPETCF;&TD{F.;FTF‘PFQSN I IIITI: 1 E'-ElrEE a-Z.. ]

Si z est réel, son module est aussi sa valeur absolue, c’est pour-
quoi on emploie la méme notation.

Mais attention ! pour un réel x : |x|* = %, tandis que pour un
complexe quelconque z, |z|* = 2z.

Théoréme 1

Bt ioy+z Wt u-i )
Pour tous complexes z et z' :
2 2

m = ®E+y
22| = || ||
FARIN FAD AOTO FIORE 750
Le module de z est noté abs(z). Démonstration

V(z,2') € C* |22|* = (2)(e2)) = (22)(e'7)) = |2]” |2/

On en déduit :

_
|

VzeC* VnelZ |2 =lq"

z
o

Y(z,2) € CxC*

2.2 o Inégalité triangulaire

Théoréeme 2

\

o aE . . /
L’égalité est vérifide si et seulementsi 2 = 0 ou

/
Pour tous complexes z et 2 :

\z+z/\ < \z\ + |z/\

Z
£ eR..

Z/
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M(z)

o X

Doc. 3 Module d’'un nombre
complexe.

yA

lz-2’| 4%

Z?
lz-2”]
X
0 \z’—z’N

2»

Z

Doc. 4 Inegalité triangulaire.

—i

Doc. 5 Cercle trigonométrique.

Nombres complexes

Démonstration

Les deux membres de I'inégalité & démontrer étant des réels positifs, comparons
leurs carrés.

lz+d P = (2+2)Z+2) = 22+22 +4Z+2 2 = |z]° +2Re (z2)) + |2/

(2] +12')* = lal* +2lall'| + [ = [ol* +2|z2"| + |2
Or Re (z7') < |z2/|. Dol I'inégalité demandée. L'égalité est vérifiée si et
seulement si Re (z2') = |z2|, Cest-a-dire zz/ € R,. Cette condition est

C . . .. - . %
satisfaite si 2 = 0, ou (en divisant par z'z’) si — €R,.
z
Dans le plan complexe, le module de z représente la distance de I'origine au point

M d’affixe z (Doc. 3).

Le réel |z — 2’| représente la distance entre les points M et M’ d’affixes z et

Comme dans le cas réel, on déduit de I'inégalité triangulaire que :

Y(z,2) € C* ||lo| — |Z]| < |z — 2| < 2| + ||

et:

Y(z,2',2") € C° |z —2"| < |z— 2| +|d — 2"

(Cette dernitre inégalité représente I'inégalité triangulaire dans le plan complexe

(Doc. 4).)
La notion de distance nous permet de définir dans le plan complexe :

o le disque fermé de centre # etderayon R : {M € P, |z—a| <R} ou
ReR,;

o le disque ouvert de centre 2 etderayon R : {M € P, |z—a| <R} ou
ReR};

o lecercledecentre 2 etderayon R : {M € P, |z—al =R} ol ReR].

Pour s’entrainer : ex. 2 & 7)

EE) Représentation des nombres
complexes de module 1

3.1 Groupe U des nombres complexes de module 1

L’ensemble U des nombres complexes de module 1, muni du produit défini sur
C estun groupe, on dit que c’est un sous-groupe de (C*, x) (voir chapitre 11):

o V(z,2) € U* |2Z/| = |z|.]2'| =1, laloi multiplicative est bien une loi de
composition interne sur U.

o Elle est associative sur C, donc en particulier sur U.
o Elle possede un élément neutre : le réel 1, qui appartienta U.
o Enfin, tout élément z de U est non nul, donc posséde un inverse dans

1 1
C* : 2=~ telque |¢'| = =1, cequi prouve que 2’ € U.
z

2]
|z2] =1 <= OM =1 : lensemble des points M du plan d’affixe z € U
est le cercle de centre O de rayon 1, appelé cercle trigonométrique (Doc. 5).




Nombres complexes

i

Doc. 6 Représentation d’'un nombre
complexe de module 1

r RAPPEL : FORMULES D’ADDITION D

o cos(a + b)=cosacosb — sinasin b
o cos(a — b)=cosacos b +sinasin b
o sin(z + b) =sinacos b + cosasin b

o sin(z — b) =sinacos b — cosasin b

3.2 e Définition de e

Théoreme 3

Un complexe z est élémentde U si et seulement §’il peut s’écrire :

z=cosO+1isinf, 6O€ER

Attention, cette écriture n’est pas unique.
p q

Démonstration

Pourtoutréel 8, |cos@+isin@ = Vcos?@+sin?8 =1 : cosO+ising € U.
Réciproquement, soit z = x + iy un élémentde U.

Comme x> +y* = 1, il existe 6 € R tel que x = cosf et y = sin6, on peut
donc écrire z = cos @ + isin 6.

Attention, 6 n’est pas unique : cos6 + isinf = cos6® + ising’ équivaut a
cosf = cost et sin@ =sin@’, cest-a-dired 6 — 6 € 277.

Désignons par ¢ la fonction de R dans C définie par ¢(6) = cos + 7sin .
Les fonctions cos et sin sont dérivables, ce qui entraine que ¢ lest aussi et :
Vo ER ¢ (0) = (cos6 +7sinf) = —sin® + i cos® = i(cos 6 + i sin 6)

soit :
Yo c R ¢ (6) = ip(6)

Par analogie avec les fonctions réelles d’une variable réelle 7 — e*. on note, pour
tout 6 € R, ¢(6) = ¢, soit (Doc. 6) :

. 0
cos@ +isinfh = ¢’

Ainsi :

=1 <= F0ER u=¢"

3.3 ¢ Formules d’Euler
Pour tout 8 € R, cos6 et sinf sont respectivement la partie réelle et la partie

imaginaire de e, d’otr:

0, —i6 o —id
te . e? —e
Vo eER cos§=——— et sinfh =

3.4 ¢ Propriété de I'application ¢ — e®

Théoreme 4

Y(o,6") € R? i0oit _ i0+0))
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La formule de Moivre n’a de sens
que si # est entier. Pour 0 & 277,
Pégalicé (e2)"/*
sens : elle conduiraita €” = 1.

0
= ¢” est un non-

Nombres complexes

Démonstration
V(,0') € R?
e = (cos6 + 7sin 0)(cos 6 + isin @)
= cosOcost —sin@sin® + i(cosOsind +sinOcos’)
= cos(6+6)+isin6+86)
_ ei(9+e')
De méme :

i0
/ 2 & o)
V(6,0") € R G =
Par récurrence: Vn e N (e9)" =™ et ()" =e ™, dou:

VnelZ (7)) ="

Cest-a-dire :
(cos O + 7sinB)” = cos 10 + i sin 76

Cest la formule de Moivre.

3.5 ¢ Exponentielle complexe

Plus généralement, on peut étendre & C la fonction exponentielle : on appelle
exponentielle complexe Iapplication définie sur C 2 valeurs dans C qui 2
z =x+1iy, avec (x,7) € R?, associe :

e“ = ¢'e? = ¢*(cosy + isiny)

On remarque que le module de ¢® est ¢ :  Vz e C |¢f] = @,

Théoréeme 5

V(Z, Z/) c CZ ez+z/ — e%e?

Démonstration
. . ’ Y
Siz=x+iyet 2 =x +1y
’

242’ xx’ i(y+y") x x iy iy z 7z
€ =€ € = €¢ ¢’¢e’ —=¢€¢

On montre de méme que :

V(z,2) e C? &% =
CZ

et:
VzeC VnelZ ()" =¢e*

Attention : Tout complexe non nul peut s’écrire ¢°, mais un tel z n’est pas
unique : il n’existe pas d’application réciproque de z +— ¢° définie sur C*

Z

& =pe = z=Inp+ia+2ikr ke
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D Applications a la trigonométrie

4.1 e Linéarisation et factorisation d’expressions
trigonométriques

Un polynéme trigonométrique est une combinaison linéaire d’expressions de la
forme cos” xsin”x, ol (m,n) € N2.

Les formules d’Euler permettent de le transformer en un polynéme des variables
™ et e ™. Aprés développement, en regroupant les termes conjugués, on obtient
une combinaison linaire de cospx et singx.

Exemple : Linéariser cosx sin® x.

5 e 4 e e _ e
cosxsm x —

1 . . . .
_ _g(ezx + e—zx)(CZIx — 24 e—ZIX)

1 Fiv Fix [_ Fu= FE FE™
- E AlgebralCalc DtherTPrngDTClean Lp

m ool lec.t.[ cosl ) -I:sin(x):lz]
S[eos(E =) - coslH) _ _1( Biv _ i _ o=y o)

3 8 — € — ¢
tcollectl{cos{xdsinix>*2>
FAi LM EAD AUTO FUME 1./%0

4.2 o Transformations de produits en sommes
et vice versa

1
= _Z(COS 3x — cosx)

Des formules d’addition on peut déduire les formules suivantes :

o Ccosacosb = %(cos(a +b) + cos(a — b))
o sinasinb = —E(cos(zz +b) — cos(a — b))

1
e sinacosb = E(Sin(d + ) +sin(a — b))

En posant 2+ b =p, a— b= g, on obtient les formules inverses :

° cosp+cosq—2cos‘p2q ‘%
. cosp—cosq——zsmpzq P;q
. sm],”mq_zsmpzq %
o sinp—sinqucosP;qsin/%

4.3 ¢ Calcul de cos nx et sinnx en fonction
de cosx et sinx

D’apres la formule de Moivre, nous avons, pour tout 7 € N :
. e
cos7x + isinnx = (cosx + sinx)

En développant le premier membre de cette égalité par la formule du bindme, et
en séparant partie réelle et partie imaginaire, on obtient coszx et sin 7.




© Hachette Livre — H Prépa / Math — La photocopie non autorisée est un délit

Nombres complexes

Exemple : Calcul de cos 5x et sin 5x.
e* = (cosx +isinx)’

= cos x + 5icos xsinx — 10 cos’ xsin’ x

. 2 . - 4 . .
— 107 cos® xsin’® x + 5 cos x sin® x + 7sin’ x
D’ol .
-2 .
cosS5x = cos’x — 10cos’ xsin®x + 5 cosxsin® x
sin5x = 5cos’ xsinx — 10 cos? xsin® x + sin’ x

Remarque : Pour tour n € N, cosnx est un polyndme en cos x.

Si n estimpair, sinnx est un polynéme en sinx, si n est pair, sinnx est le produit
de cosx par un polynome en sin x.

Exemple :
_ 5 3 2 2 2
cosS5x = cos’x — 10cos’ x(1 — cos” x) + 5 cosx(1 — cos” x)
sin5x = 5(1 —sin®x)*sinx — 10(1 — sin® %) sin’ x + sin’ x
cos2x = 2cosix—1
sin2x = 2sinxcosx

4.4 Calcul de ) " cos(a + kb) etde ) sin(a + kb)
k=0 k=0

Ce sont la partie réelle et la partie imaginaire de la somme complexe :

n
S = Z ei(a+kb)
k=0

On reconnait la somme de (7 + 1) termes d’une suite géométrique de premier
terme €” et de raison e”.

o Sibe2aZ , " =1¢et S=(n+1)”;

1 — ei(n+1)b
o si b 2nl , S=e"———
1 —ei
(1) b [ it
bl
Dans ce cas, mettons e” 2’7 en facteur au numérateur et €2 en facteur au
dénominateur :
i8N —i(Bhb _ Li(5h)b in (Db
G’ (e ) as ) SN
- T it —dby sin £
e2(e™”r —e 3
Dol :
n b\ sin D¢
E cos(a+ kb) = cos | a+ — | —2—
2 sin &
k=0 2
et:

” . ()b
Zsin(a+ kb) = sin <a+ n_b) Smii

2 in 2
o sin 5

&Pour s'entrainer : ex. 8)
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BB Forme trigonométrique
d’un nombre complexe non nul

5.1 Forme trigonométrique d'un nombre complexe
non nul
Z

Soit z € C*; le complexe 2l appartienta U. Il existe donc
z

1 Fzv Few [_ FuT FE FE™
- E Algebra|Calc Dther‘TPr*ngDTEleah Up

z ; L
6 €R telque — =e”, clest-a-dire:

2]
z = |g]e®

Cette écriture est appelée forme trigonométrique de z; le réel
m - — [
anglels - i) 3 6 estun argument de z noté arg(z).

W L’ensemble des arguments de z est {0+ 2kr, k € Z}.
EAD AUTO FURC 1730

5.2 ¢ Propriétés des arguments

Dans le plan complexe orienté, un argument de z est une mesure de I'angle

YA . - .
" orienté (#, OM), ot M est'image de z (Doc. 7).
M(z)
On déduitde  V(8,6) € R? P = @0
A Y(z,z') € C? arg(zz’) = arg(z) +arg(z)) [27]
v argz ’ * z ’
5 -~ V(z,z') € CxC arg(—) = arg(z) —arg(z') [27]
> X zZ
" VeeC VneZ arg(z") = narglz) [27]

Doc. 7 Argument d’'un nombre

complexe. APPLICATION 1

Distances et angles dans le plan complexe

1

1) Soit z un complexe tel que |1 + z| < x Montrer Y
que |1+2% > 1. (e

T
2) Soit z un complexe de module 1 el que 6 g
|1+2| < 1.Montrer que |1 +2* > 1. 7 7 =
3) Soit z et z deux complexes de méme module K’
supérieur & 1. Montrer que |z + z| > 1 ou
|t +25| > 1.

Doc. 8
1) Soit 7 le point d’affixe —1, M et M’ les points On en déduit que argz € ] 5_”’ /= [ [27], dolt
d’affixes respectives z et 2. M appartientau disque 6 6
1 ) , 2 St Irx . , .

ouvert de centre / de rayon —. Soit K et K’ les argz” € 33 [27]. Le point M" appartient
points de contact des tangentes issues de O au cercle donc 2 un secteur angulaire inclus dans le demi-plan

x> 0. Ladistance /M’ reste donc strictement supé-

d Id ! (Doc. 8)
¢ centre £ derayon - LLoc ©). reured 1: |1 +2% > 1.

Le triangle (OIK) est un demi-triangle équilatéral,
donc IOK = 7_6r

2) Ici, les points M et M’ appartiennent au cercle
de centre O de rayon 1.
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A el

Doc. 9

M appartient au petit arc de cercle AB inclus dans
le disque ouvert de centre / de rayon 1 (Doc. 9).

2n 4rm

On en déduit argz € ] 33 (2],
4r 8n
d’ot 2 c , 27].
ou argz ]3 3{ (27]

Nombres complexes

Le point M’ appartient au grand arc de cercle AB.

La distance IM’ reste donc strictement supérieure 2
1: [1+2% > 1.

3) On pose u = ﬂ, onadonc || = 1. En appli-
Z2

quant 2 # le résultat de la question 2), on sait que :

H+u>1 ou [1+4°|>1
Cest-a-dire :
21 Z%
1+—|>1 ou I+ 21
27 zy

d’oli:

otz 2z 21 ou |z +2| =5 > 1

5.3 e Réduction de acosx + bsinx ou (a, b, x) ¢ R?

Posons : z = a + ib.

zZe

donc :

x

= (a2 — ib)(cosx + 7 sin x)

= acosx + bsinx + i(asinx — bcosx)

acosx + bsinx = Re (z &%)

Ecrivons z sous forme trigonométrique :

d’oti :

acosx + bsinx = rcos(x — @)

Exemple :

Résolvons I'équation : cosx +

2 = re?

ze = pelT9

ou re? =a+ib

3sinxy = V2.

Ici: z:1+i\/§=2ei§.

Donc: cosx +

. T
3sinx = 2 cos(x — g)

V2 n

L’équation devient : cos(x — g) =5 = cos i
x— g = % + 2kr
D’otr : ou avec kEZ
X — g = —Z + 2k
S={E 2k, Eidkn, ke
=g + 2, 5+ 2%,

QPour sentrainer : ex. 9 et 1 0)
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(¢}
“f

es,

2
5

Sin
eS

Doc. 10 Racines 5-ieme de 'unité.

D Racines n-iémes d’un nombre
complexe

6.1 ¢ Racines n-iémes de l'unité

Soit # € N*. Résolvons 'équation z” = 1. Cherchons une solution sous la
forme trigonométrique z = |z]e”.

z|"=1
=1 = |f'=1 = {H

10 = 2kr
o =1
<
ez% (ke Z)

L’ensemble des solutions est donc :

Notons que (U, X) estun sous-groupede (U, x) (voir chapitre 11). On obtient
tous ses éléments en donnant & &, 7 valeurs consécutives (par exemple, £ €

[0, — 11).

Dans le plan complexe, les images des éléments de U, forment un polygone
régulier & n cdtés (si n > 3) (Doc. 10).

La somme des éléments de U, est nulle (somme des termes d’une suite géomé-
trique) :

inm

l—en

=0

M |

T 2in
—o 1—en

2in

Exemple : Racines cublques de I'unité. Posons j =5 .

Mg—{l,]]}et 1+]+] =0.

6.2 ¢ Racines n-iemes d’'un nombre complexe quelconque

Soit Z un nombre complexe quelconque et 7 € N*.

Résolvons I'équation 2" = Z.

B Si Z =0, ilyaune solution unique: z = 0.

B Si Z #0, cherchons les solutions sous la forme trigonométrique z = |2]e®.
Posons Z = |z|“

2" = |Z]

Zn:Z . |Z|n ng __ |Z| io -
no = o + 2k

|2l = ¥/1Z]

— o 2kr

0=—+— (ke

n n

=7 & z=/1Z]"x" (ke)
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Tout nombre complexe non nul a donc 7 racines n-itmes distinctes, qui se
déduisent de 'une d’entre elles en la multipliant par un élément quelconque du
groupe U,. Leur somme est nulle.

|2 =2
Exemple : z° = 8i <= T 2kn
by g==4+ =
6 3
Z2/\z1 21 =2e =V3+i, zm=2et =—\3+ietz3=2e7 =—2i (Doc. 11).
iA
5 ! 6.3 e Cas des racines carrées
x
Tout nombre complexe non nul Z posseéde donc deux racines carrées opposées.
Leur calcul effectif 4 'aide de la méthode précédente n’est possible que si 'on peut
% écrire facilement Z sous la forme trigonométrique, ce qui est rare. La méthode
suivante a I'avantage d’étre plus systématique.
QOERlll Racines cubiques de 84. Posons Z = X +iY, avec (X,Y) € R? et cherchons z = x + iy, avec

(x,9) € R? tel que ? =2

2 2

x—y =X (1
2 =7 <= x27y2+2ixy:X+iY = J (W

2xy =Y )
Deplus: |z =|Z] <«= «+y =VX2+7V2 (3)

Les relations (1) et (3) donnent x et y au signe pres. La relation (2) permet
d’apparier les signes de x et de y.

1 FEv  T.FET T.Fuw T FE 5 . i ; —3_ 4 -
A1 sebraloalc DtherTPrngDTDlean Up Exemple : Calculons les racines carrées de Z =3 — 4i :

x2+)/2:5 x =32 x=2 et y=-—1
Py =3 = {y=41 = ou
2xy = —4 xy <0 x=-2 e y=1

m[Z-4 3 2-1
lcSDlve[22=3—4-i,z:|

z=-[[3+d4-4) or z=[ [ -3+ 4 4] 2 =2-1 et 5 =—2+i

6.4 ¢ Equation du second degré

Les racines carrées cherchées sont donc :

Attention : la fonction racine carrée de la calculatrice ne L1 . 2 .
, . o Considérons équation az® + bz + ¢ = 0, ol (a,b,c) € C° et
donne qu’une solution. On peut utiliser cSolve pour ob-

P, o a # 0. On peut écrire le trindme sous la forme canonique :
tenir ]CS dCUX racines.

2
) B b b
az" +bzrc=alz+— | ——+c¢
2a 4a
L’équation équivaut donc a :
b\ B —dac
z+— | =——
2a 4a?
Posons A = b* — 4ac.
. iy . b
o Si A =0, I'équation a une seule solution : z = ~2.
a

e Si A# 0, lenombre complexe A adeux racines carrées § et —6 ; I'équation
a deux solutions :

I T R
T, BT T,
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Les formules sont les mémes que celles qui donnent les solutions d’une équation du
second degré & coefficients réels ; mais le calcul des racines carrées du discriminant
constitue une étape supplémentaire.

Exemple : Résolvons I'équation 222 — (1+5)z—2(1 — i) = 0.
A= (1+5)*+16(1 —i) = —8 — 6i

Cherchons § = x + 7y tel que 8 =A

x2+)/2:10 x==*1
(x+i)t=-8—6i <= Xt —y' =8 — y==+3
2xy = —6 xy <0

Dou 6=1-3/ ou &=-—1+3.

Les solutions de I'équation sont donc :

1+5i+(1—3)  1+i 1+5i— (1 —3i)
asT—4 T 2= 4 =¥

1 Fev Fiw [_ Fu= FE 5
- E Alaebra|lCalc DtherTPrngDTClean Up

Comme dans le cas réel, on peut exprimer la somme et le produit
des racines du polynéme az”+bz+c en fonction des coefficients :
mcsolvel2-z2 —(1+5-4)-2-2(1-i1=0,z) b
z=1-2+ 1424 ar z=2-14 Z1+2) = ——

a

C1+54i0=2-2¢1—-1>=0...
il MW 1,30

c
50 218 = —
a

csoluel2=z"2—
T EAD ANT

Réciproquement, deux nombres complexes dont la somme est §
et le produit P sont les racines, distinctes ou non, du polynéme z* — Sz + P.

onur s'entrainer : ex. 11 a 1 8)

Nombres complexes et géométrie
plane

7.1 ¢ Configuration de trois points

Soit A, B et M trois points du plan complexe, distincts deux a deux, d’affixes
z—a

z—b :

respectives @, b et z. Considérons le complexe Z =

71= oo 2
Clz—b4 BM L
arg(Z) = arg(z — a) — arg(z — b) = (BM,AM) [2x]

Ainsi, le nombre caractérise la position de M par rapporta A et B. Par

z—b

exemple :
. o z—a ;s
o ABM est un triangle équilatéral <= , e
z—

. . z—a .

o ABM estun triangle isoctle rectangle en M <= = +i;
7 —

Ql’our s'entrainer : ex. 19 a 23)




© Hachette Livre — H Prépa / Math — La photocopie non autorisée est un délit

Nombres complexes

7.2 o Transformations du plan complexe

Soit z +— z' = f(2) une application de C dans C; nous pouvons lui associer
une application ? du plan complexe P qui au point M d’affixe z fait cor-
respondre M’ d’affixe z’. Nous allons interpréter géométriquement ]7, dans
quelques cas particuliers :
* ZH— 2z "
L’application f* est la symétrie orthogonale s par rapport a 'axe réel. Rappe-
lons que cette application est involutive.

o zraz, acC”

Sia=1 = Idp sinon I,Ol‘i ine est lC SCUI oint invariant par .
) ) g p p
Notons 2 = pe’a alors si z 0, z=|z CZQ = Z/ = p|Z Cl(eﬂx) C)CSt—il-dil'C :
) ) )

’ i N
OM' = pOM et (OM,0OM") =o [2r]

L’application ]7 est donc la composée commutative de la rotation de centre
O et d'angle o et de 'homothétie de centre O et de rapport p; Cest une
similitude directe.

[ est bijective; sa réciproque est la composée commutative de la rotation de

1
centre O etd’angle —o et de 'homothétie de centre O et de rapport —.
p

o zraz+b, (a,b) e C*'xC
Cherchons tout d’abord si cette application possede des points fixes :

z=az+b < z(1—a)=10b

—si @ = 1, f ne possede pas d’invariant, I'application f associée a
z +— z + b estla translation de vecteur V', d’affixe 4, dont la réciproque
[N
est la translation de vecteur — V' ;

— si a# 1, f possede un unique invariant, z = 1= alors

Zd=az+b <= 7 — 2y =alz — z)

Soit Q d’affixe zp; nous sommes ramenés a I'exemple précédent : f est
la composée commutative de la rotation de centre Q et d’angle « et de
I'homothétie de centre Q et de rapport p. Sa réciproque est la composée
commutative de la rotation de centre Q et d’angle —a et de 'homothétie

1
de centre Q et de rapport —.
p

Dans tous les cas, f est une similitude directe. Réciproquement, toute simili-
tude directe, translation ou composée rotation-homothétie, est associée  une
application de C dans C dela forme z+— az + b.

1 . g .
o z— — f estdéfinie sur C*, avaleurs dans C*, il est immédiat que cette

application est involutive.

. 1
Notons z = |z]e” ; alors: 2/ = ﬂe_le, Cest-a-dire :
z
oM’ ! t ! oM’ ! OM
= — e o =s5| —
oM oM’ oM

ol s est la symétrie par rapport a axe des réels.
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APPLICATION 2

Etude de l'inversion

Soit I lapplication de C* dans C* définie par

I(z) = —. On note encore I lapplication correspon-
z

dante du plan complexe, appelée inversion.

1) Vérifier que linversion est une involution du plan P
privéde O dans lui-méme.

2) Déterminer l'image par I :

o dune droite passant par O, privée de O ;

o d'une droite ne passant pas par O ;

o d'un cercle passant par O, privéde O ;

o d'un cercle ne passant pas par O.

3) Soit M' = I(M) et N' = I(N), montrer que :
MN

OM.ON

4) Soir A, B, C,D quatre points cocycliques distincts.

En considérant une inversion de pdle A, montrer que

lune des égalités suivantes est vérifiée :

M'N' =

BCAD+ CD.AB = BD.AC
ou BC.AD+ BD.AC = CD.AB
ou CD.AB+BD.AC = BC.AD

Etudier la réciproque.

1) Pour tout M # O, I(M) = M’ tel que :

O,M et M’ sont sur la méme demi-droite issue de

O et OM.OM' = 1.

Ce qui prouve immédiatement que I'image par / de
M’ est M : linversion est une involution du plan
P privéde O dans lui-méme.

2) Image par [ :

o D’une droite D passant par O, privée de O
D’apreés la remarque précédente, 'image de D est
D', incluse dans D, si D' était strictement in-
cluse dans D, on aurait /(D') strictement incluse
dans D, cequiestabsurde puisque 7o (D) = D.

e D’une droite ne passant pas par O
Soit D une telle droite, considérons A projection
orthogonale de O sur D et H' image de H par /.
Soit alors M un point de D et M’ son image
(Doc. 12). Nous avons :
OM'  OH

1 = OH.OH' = OM.OM' —_— = —
OH.O OM.O <= OH OM

et par alignement des points O,H,H’ d’une
part, O,M,M' dautre part, (OH,OM) =
(OM',OH'"), les triangles OHM et OM'H'
sont donc semblables, ce qui prouve que I'angle
OM'H' est droit : 'image de D est incluse dans

lecercle C dediametre [OH'], privé de l'origine.
o

Doc. 12

Réciproquement, soit N un point de ce cercle
autre que O, la droite (ON) coupe D en N'.
Les deux triangles rectangles ONH' et OHN' ont
en commun l'angle 5, ils sont donc semblables,
ce qui prouve que :
ON OH ,
= ON.ON'’

N'=I(N) < N =IN").

L’image de D\ {O} estdonc C\ {O}.

D’un cercle passant par O, privéde O

D’apres I'étude précédente I'image de C \ {O},
ol C est un cercle passant par O, dont un dia-

metre est OH', est la droite perpendiculaire en
H = I(H") A ce diamétre.

D’un cercle ne passant pas par O
Soit un tel cercle C, d’équation cartésienne :

(E) x*+y* —2ax —2by+c=0 ¢#0

Soit M un point de ce cercle et M = (M),
donc M = I(M’"), nous avons donc :

v y/
(x’y) = (xIZ +},/2’x/2 +_J’/2>
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M € C si et seulement si ses composantes x, y
vérifient (E), c’est-a-dire si et seulement si :

xl2 +)/2 _ zaxl(xIZ +y/2) _ zﬂyl(xlz +}//2)

+ o(x”? +)/2)2 =0

Soit, en simplifiant par c(x’* + y'*), qui n’est pas
nul :

b 1

/2 12 a /
—27x =27+~ =0
Xty cx L"y+c

!/ 4 /
M’ décrit donc un cercle C’, ne passant pas
par O.
Remarquons que le centre du cercle image
C’ n’est pas en général Iimage du centre du
cercle C.

3) Soit M' = I(M) et N' = I(N), montrons que :

MN

M/N/ —
OM.ON

Pour ce calcul, choisissons un repere orthonormal
2 d bl A
(0,7,j) telque OM = a7, a>0, dol

N = (x,9), doli:

Alors :

(M/NI)Z —

2 2
x 1 . y
2+ a X%+ 92

1 2,2 2 2
= W(ﬂ X —ch(x +)’)

+(x* +)/2)2 + azyz)

2 — 2ax + x* + y*
2 (x* +y?)
(x —a)? +y*
a2 (x* + y?)
MN?
OM?.ON?

Nombres complexes

4) Soit A, B, C, D quatre points cocycliques distincts.
Supposons que C est entre les points B et D; et
notons B',C" et D' les images par /, inversion de
pole A, de ces points: B',C" et D' sont alignés et
C' estentre B’ et D' (Doc. 13), nous avons donc :
B'D' =B C"+C'D, cequise traduit a I'aide de la
question 3) par :

BD BC CD

ABAD — AC.AB ' AC.AD

Doc. 13

Soit, en réduisant au méme dénominateur :
BC.AD + CD.AB = BD.AC

Les deux autres égalités proposées correspondent
aux autres dispositions relatives des points B,

C et D.

Réciproquement, si 'une des trois égalités est vérifiée,
les points B', C’ et D' sont alignés.

Considérons alors leurs images B, C et D, directes
ou réciproques par une inversion de pole A.

o si A n’est pas un point de la droite (B',C"),
I'image de cette droite est un cercle passant par
A, ce qui signifie que A, B, C et D sont co-
cycliques;;

o Si A€ (B,C'), cette droite est invariante par /,
A, B, C et D sont alignés.

Quatre points du plan sont donc alignés ou co-
cycliques si et seulement s’ils vérifient I'une des
trois conditions proposées, cest le théoreme de
Ptolémée.
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N METHODE M

B Pour montrer qu'un nombre complexe est réel, on peut :
* montrer que sa partie imaginaire est nulle;
o montrer qu’il est égal a son conjugué;

o montrer qu’il est nul ou que son argument est 0 modulo 7.

pm Pour montrer qu'un nombre complexe est imaginaire pur, on peut :
* montrer que sa partie réelle est nulle;
o montrer qu’il est égal 4 'opposé de son conjugué;

. T
o montrer qu’il est nul ou que son argument est > modulo 7.

B Pour calculer une puissance d’'un nombre complexe :

le mettre sous la forme trigonométrique.

B Pour calculer une somme de cosinus, respectivement une somme de sinus :

reconnaitre la partie réelle, respectivement la partie imaginaire, de la somme des termes d’une suite géométrique
complexe.

O et 1 —¢?

e Pour écrire 1 + ¢’ (0 € R) sous la forme re’®, avec (r,a) € R?, on peut

. 0
factoriser par e’ 2

Exercice résolu
EQUATION DU TROISIEME DEGRE, METHODE DE TARTAGLIA

On considere ['équation dans C : (1) 2+ pz+q=0, oir (p,q) € R?

@D Si z est solution de (1), on cherche deux complexes u et v tels que u+v =z et uv = —g.

Montrer que w 3

@ En déduire la résolution de 'équation (1) dans C.
©D Discuter selon les valeurs de p et q le nombre de solutions réelles de ['équation (1).
(4] Exemples : Résoudre dans C et dans R les équations :

et v° sont les solutions d'une équation du second degré (2).

2 —12z2—65=0, 2 —122—16=0 e 22 —6z+4=0
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Conseils

Deux nombres complexes de somme S
et de produit P sont les racines du po-
lynéme X* — SX + P.

Si u est une racine cubique de U, les
deux autres racines cubiques de U sont

ues et wume 3.

Apparier les solutionsen # et v desorte
que uv soit réel.

Les racines cubiquesde U sont %, %
et ﬁ()j.

Nombres complexes

Solution

1) Soit # et v deux complexes tels que uv = —‘g . Le complexe # + v
est solution de (1) si et seulement si :

(u+v)3+p(u+v)+q=0

Cest-a-dire > + 00 + (u+ v)Buw +p)+q=0, dou:

PS
u3+7/3:—q et v =-—1
27
# et v sont donc les solutions de I'équation du second degré :
2 P
2 X X —>—==0
@ Ty

dont le discriminant est réel :
A= %(4}73 +274%)
2) m Si A > 0, I'équation (2) a deux solutions réelles distinctes (U, V).
w=U uwe {(NUNU jVUj}
IV e S e (VYY)

Uy = —= uv € R

3
D’Ofl: (u7 U) S {(\3/?7 \3/‘7)’(\3/?];\3/‘7});(%}7\/17])}

>, . . 7 3 .
L’équation (1) adonc une solution réelle zp = v/ U+V'V et deuxsolutions
complexes conjuguées :

2 =vVUj+VVj e« m=vVUj+JVj

9

B Si A= 0, Péquation (2) a une racine double réelle U = —3

3

w=U we (VU VU;VUT}
3 _

TV e v (VOVTVT

u = 3 uv € R
Dou: (w0 e{WVUVU),NU;NUj),NU;jVUj}
L’équation (2) a donc deux solutions réelles : zp = 2WVU et 73 =-—VU
B Si A < 0, I'équation (2) a deux solutions complexes conjuguées
(U,U). Soit uy, uyj et ugj les trois racines cubiques de U.
(u» Z/) S {(140, %)7 (uoja %})a (qua %])}

L’équation (1) a trois solutions réelles : zy = 2Re(up), 21 = 2Re(u7)
et 2z = 2Re(upj).
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Appliquer le théoreme :

« Toute fonction continue strictement
monotone sur un intervalle 7 est une
bijection de / dans f(/) »

successivement aux in t(l‘le

L

3) En résumé, 'équation (1) a une solution réelle simple, deux solutions
réelles dont une double (voire triple) ou trois solutions réelles distinctes
suivant que 4p° + 274" est strictement positif, nul ou strictement négatif.
On peut retrouver ces résultats par 'étude des variations de la fonction
fix— P px+¢q. Léquation f(x) = 0 aau moins une solution réelle,
car [ est continue et lim f(x) = —oo, lim f(x) = +oo.

£ est dérivable sur R et f'(x) = 3x% + p- Sip>=0, f eststrictement
croissante sur R , il y a une seule solution réelle (simple ou triple). Si p < 0,
les variations de f* sont les suivantes :

I ) 2 ..
3 3

o
f ‘ / N\ /

—ee B

3 [ 4,3 3 2
avec o =g — —% et =g+ —4217 d’ont aﬁ:@;#.

Il y a trois solutions réelles si et seulement si off < 0, cest-a-dire

4p° + 2747 < 0;

Il y a deux solutions réelles dont une double si et seulement si o8 > 0,
C’est-a-dire 4p3 + 27q2 =0;
Il y a une solution réelle simple si et seulement si a8 > 0, cest-a-dire

4p° + 274 > 0.
4) Exemples :
m 2 —122-65=0
PP =64, P+ =65; dou L =1, =064
ue{l,j,jt ve{4,4j,4j} weR
L’équation a une solution réelle et deux solutions complexes conjuguées :

5 {5’ —5—3y/3; —5+3\/§z}

2 ’ 2
B2 —122-16=0
WP =64, W+ =16; dou # =, =38
(u,0) € {2,27,2j}> weR
L’équation a deux solutions réelles : § = {4, —2}.
B oz’ —6z+4=0
W =8, W+’ =—-4 dot ¥ =-2+2i= 2\661'3‘7”, P =u
€ {\/Eei%,\/zei%,\/iei%} v E {\/Ee_i%,\/ie_ i \/Ee_’llgzn}
uw € R
L’équation a trois solutions réelles : § = {2, —1 — /3, =1 +V/3}.



Nombres complexes

Complément : Pour résoudre une équation du troisieme degré quel-
conque 2’ +az’ + bz + ¢ = 0, on peut toujours se ramener i la forme

73 +pZ+q=0 enposant Z =z + 3 afin d’éliminer les termes en 2.

Exemple : Résoudre I'équation : 2° + 122% + 42z + 44 = 0.
Cette équation équivaut a (z + 43 —6(z+4)+4 = 0. On est ramené au

troisieme exemple ci-dessus. Dot § = {—2,—5 — V3, -5+ \/5}

Note historique

Nicolo Tartaglia (1500-1557) découvrit, vers 1540, une merveilleuse méthode de résolution algébrique d’équations du
troisieme degré. Lors d’un défi 'opposant 2 Antonio Maria Fior, qui 'accusait de I'avoir plagié, Tartaglia résolut trente
équations proposées par Fior, alors que ce dernier ne put en résoudre une seule de Tartaglia. Invité par Jérome Cardan qui
lui proposait de financer ses recherches, Tartaglia commit I'imprudence de lui confier son secret. Cardan s’empressa de le
publier sous son nom et il s’ensuivit une querelle de plusieurs années jusqu’a ce que des menaces de mort fassent renoncer
Tartaglia & défendre ses droits...

La méthode de Tartaglia laissait cependant quelques zones d’ombre : on se ramenait 4 une équation du second degré qui,
lorsqu’elle possédait deux racines réelles, fournissait une unique racine réelle de I'équation du troisieme degré. Mais lorsque
I'équation du second degré n’avait pas de racine réelle, la méthode semblait impuissante 4 fournir les racines réelles évidentes
de P'équation du troisieme degré; pour comble de malchance, c’est justement dans ce cas qu’il y en avait le plus grand
nombre... (au maximum trois, les racines négatives étant a I'époque écartées).

Quelques années plus tard, Raffacle Bombelli n’hésita pas, non seulement a considérer des nombres négatifs, mais aussi a
leur attribuer une racine carrée... Il compléta ainsi la méthode de Tartaglia, trouvant systématiquement toutes les solutions
réelles de I'équation du troisitme degré apres élimination des racines carrées de négatifs.

Les nombres complexes étaient nés...




o Vrai ou faux? 6 Soit # et v deux complexes. Montrer que :

a. Deux complexes dont la somme et le produit sont réels, lu| + o] < Ju+ |+ |u— 2
)
sont des réels. i I+ v|2 lu— U|2 _ 2(|”|2 . |U|2)

2 _
b. Pour tout complexe z, |z]” = 2". (formule du parallélogramme)

c. Pour tous complexes a et b,

a+ib=0 = a=b=0 o . L
Un entier 7 est « somme de deux carrés » s’il existe

d. Deux complexes de méme module dont les arguments (a,b) € N? tel que 7 = & + b*. Montrer qu’un produit
different de 27 sont égaux. fini de tels entiers est encore somme de deux carrés.

e. Vze C (ez:—l = zzin')

ST s . _
f. L'application z +— ¢ est bijective. o Pour a2 et b complexes tels que ab # 1, soit
g. L’ensemble des nombres complexes de module 1 est un a—b
S z = =. Montrer que :
groupe multiplicatif. 1—ab
h. Tout nombre complexe non nul possede 7 racines 7- o] = 1 =1 ou |4 =1

iemes distinctes.

(- .
i. Pour tout entier 7 > 2, la somme des racines z-iemes Caractériser de méme |2 < 1.

d’un nombre complexe est nulle.

j- Une équation du second degré dans C a toujours des Applications ala trigonome’trie -
solutions. . ra s
forme tflgonomet"que

Forme algébrique - module O i e commes
9 Soit z et Z deux complexes de module 1 et 2 un n n
réel. On note : S = Z cos kx ; S, = Z sin kx ;
Z=z+7 +azd +1 et Z =z+2 +2d +a k:o kjo
1) Montrer que Z' = z2'Z et que |Z] =|Z'|. 83 = Z cos® kx ; Ss = Zsinz kx
2) On suppose que 1 + 2z’ # 0. Montrer que le nombre kjo kjo .
w= 217 el =% O = > k=,

9 Démontrer que : S = Z (Z) coskx; Sg= Z (Z) sin kx.
” 41

o 1
Vn € N* Z/eik_lzl ni (n+1)i

k=1 g 20
En déduire les sommes réelles : o Calculer le nombre complexe ( 1 1+ Z\/§>
—
Si=1-3+5=7+--+(=1/2p+1)
et
S =2—44+6—8+---+ (—1)P+12p @ 1) Déterminer le module et un argument de z =
1 +cosa + zsina en discutant suivant la valeur du réel a.
Déterminer z pour que z, z— 1 et — alent le 2) Soit 28 = ——————— ou a € |—x,n[. Calculer
z 1+cosa+isina
méme module. en fonction de @ le module et un argument de 2’



Nombres complexes

A on pose z; = 1+i+2v2e™*. Déterminer I'ensemble (C)
des points M) d’affixes z; quand A décrit [0, 2x[.
Montrer que les solutions de I'équation (z — (1 +)* = «

sont des affixes de points de (C).

Equations

m Résoudre de deux fagons I'équation
(z+1)°=(z—1)°.

Comparer les résultats.

@ Résoudre dans C I'équation :

2 n ~2n *
@ Factoriser dans C puis dans R les polynémes suivants : (@ +1)"=(=)"=0 (el

z3—1;23+1;z4+z2+1;z4—zz+1;z6—1;26+1.

Applications des complexes
a la géométrie
@Soit u=-=ecs. Ca%culer l+u+u+u +4*. En

déduire la valeur de cos ?”

@ A tout point M daffixe z # 1, on associe le point
—1
M daffixe 7/ =2 —.
1—2

7 -1 7+l
est réel ;

Application : trouver une construction 2 la régle et au com-
pas d’un pentagone régulier.

2in
mOnpose u=e7, S=u+ud+u’ et

T=4+4+4

Erablir que || = 1;
naire pur.

est imagi-

En déduire une construction géométrique du point M

connaissant le point M.
1) Montrer que S et 7' sont conjugués et que la partie
imaginaire de S est positive.

2) Caleuler S+ 7 et ST. En déduire S et T @ Déterminer U'ensemble des points M d’affixe z tels

queles points 7 d’affixe i et M’ d’affixe iz soientalignés
avec M. Déterminer 'ensemble des points A1’

@ Résoudre les équations suivantes dans C :
1) 22 —2iz—1+2i=0
2) iz’ +iz+1+i=0
3) 22 — 2% cos0z+2% =0
4) 22— ,iz + ,13

sin@ sin?@

5) 22%(1 — cos26) — 2zsin20+1 =0 6 €10, x|
6) 2> —2e”z+2isin6e® = 0
la forme trigonométrique)

7) 22— 2 +0)z° +2(1 +i)z — 2i = 0 (racine évidente)

m Déterminer U'ensemble des points M d’affixe z tels

que :
—1

Re(z ,):O
z—1

@ Soit A, B, C trois points distincts du plan com-
plexe d’affixes @, &, c¢. Montrer que les trois propositions
suivantes sont équivalentes :

—9=0 0€]0,x[

(on écrira les racines sous

8) 4iz° +2(1+431)z* — (5+44)z+3(1—7i) =0  (chercher 1) ABC _est un triangle équilatéral.
une racine réelle) 2) j ou j estsolution de I'équation az” + bz + ¢ = 0.
9) 22— (5-3)z>+(6—11)z+2+16i =0  (chercher 3) & +6*+ = ab+ bc + ca.

une racine imaginaire)

@ Soit ABCD un carré dans le plan complexe. Montrer
que si A et B ont des coordonnées entitres, il en est de
méme de C et D.

Peut-on trouver un triangle équilatéral dont les trois som-

m Résoudre I'équation z° = 4v2(1 + ).

m Déterminer sous forme trigonométrique les racines cu-
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biques du nombre complexe 2 = 16(1 — 7). Pour tout réel

mets ont des coordonnées entiéres ?




Fonctions
usuelles

INTRODUCTION

e Réviser les fonctions déja
connues : exponentielles, loga-
rithmes, puissances, fonctions
circulaires.

o Découvrir de nouvelles fonc-
tions : fonctions hyperboliques et
hyperboliques réciproques, fonc-
tions circulaires réciproques.

o Préparerle cours d’analyse en dis-
posant de nombreux exemples.

prés un rappel concernant les fonctions loga-

rithmes, exponentielles et circulaires, le cata-
logue des fonctions usuelles s'enrichit ici de plusieurs
spécimens dont les étudiants disposent déja sur leur
calculatrice : quelles sont ces mystérieuses touches :
sin~!', cosh, tanh™' ? Ces fonctions seront uti-
lisées couramment en analyse, notamment dans les
calculs de primitives.
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Cette propriéeé sera démontrée au

§ 3.4 du chapitre 17.

y x—1
In
0
1 X
Doc. 1 Logarithme répérien.

Fonctions usuelles

) Fonctions logarithmes

et exponentielles

1.1 Fonction logarithme népérien

Nous verrons dans le chapitre 20 que toute fonction continue sur un intervalle
posséde des primitives sur cet intervalle. Les primitives d’'une méme fonction sur
un intervalle sont égales & une constante pres. On peut spécifier une primitive
particuli¢re en précisant sa valeur en un point de I'intervalle.

N . 1 .
On appelle logarithme népérien la primitive de la fonction x — — sur RY, qui
x
s'annule en 1. Cette fonction est notée x — Inx.

Par définition, la fonction In est dérivable sur RY etsa dérivée 1 est strictement
positive : In est strictement croissante sur R7. *
Pour tout réel y strictement positif, la fonction x — In(xy) est une primitive de
% sur R}, donc In(xy) =Inx+ C.
Pour x =1, on obtient C =Injy.
D’ou:

Y(x,y) € sz In(xy) =Inx +Iny

On en déduit :

Vx € R} lnl =—Inx
x

V(x,y) € RY? In> =Inx—Iny
J

VneZ V¥x€R! Inx"=nlnx

In étant strictement croissante, elle admet une limite finie ou infinie en +oo.
Comme In2” =#7In2, lim In2” = +e. Lalimitede In en +e ne peut donc
—>+oo

étre que +oo.
lim Inx = +e
X—>+00

1 .
En changeant x en —, on en déduit:
x

limlnx = —o

x—

La fonction In ayant une dérivée décroissante (on dit qu’elle est concave), sa
courbe représentative est en dessous de sa tangente en tout point, en particulier au
point 1 (Doc.1) :

Vx € RT lnx<x—1




Fonctions usuelles

APPLICATION 1

Déterminer l'ensemble des couples (n,p) € N*2  fels Or f(1) = 0, valeur atteinte en ce seul point,
] In2 In4
que : _ 2 _
ntp e wW=p" 1@ 5 e f(4). Les couples (2,4)

et (4,2) sont donc les seules solutions (Doc. 2).

Inn In
Remarquons que W= Y= — = —p, ce qut Y
n
e, . Inx
nous conduit a étudier la fonction [ : x+— — .
x
Cette fonction est dérivable sur RY, de dérivée
1 —lnx

, elle est donc croissante sur ]0,e], décrois-

2
sante sur [e, +oo[.
Nous cherchons 7 et p enders tels que

f(n) =f(p); I'un de ces deux entiers appartient né-
cessairement 2 0, e]. Doc. 2

1.2 ¢ Fonction exponentielle de base e

Vous avez vu en Terminale que toute fonction f strictement monotone et conti-
nue sur un intervalle 7 de R réalise une bijection de 7 surlintervalle J = f(1);

la bijection réciproque £~ ' est alors strictement monotone et continue de J
dans 1.

La fonction logarithme népérien est continue et strictement croissante sur I'in-
tervalle ]0, +eo[. Elle est donc bijective. Sa bijection réciproque est continue et
strictement croissante de R dans ]0, +eo[; elle est appelée exponentielle et notée
exp .

Pour tous réels x et y, ona:

In(exp(x) exp(y)) = In(exp(x)) + In(exp(y)) = x + y = In(exp(x + »))

D’ou, puisque la fonction logarithme népérien est bijective :

V(x,y) € R?  explx +y) = exp(x) exp(y)

On en déduit :
Vx€R  exp(—) = —
x exp(—x) = exp(x)
Vi) € R explx —y) = ZE 8

VneZ VxcR exp(nx) = (exp(x))n

On remarque que :

Vn€Z exp(n) = exp(nl) = (exp(l))”
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_7

0

Doc. 3 La fonction exponentielle.

=

Fonctions usuelles

En notant e le réel exp(1l), onadonc: Va € Z exp(n) =¢”".

On convient d’écrire pour tout x € R: exp(x) = ¢”

(pour x € Z, Cest une propriété; pour x € Z, c'est une définition).
La fonction exp est appelée exponentielle de base e.

Avec cette nouvelle notation, on a donc :

VxeR e ¥ =

Vix,y) eR? &7 =5
(x,9) e o

VnelZ VxeR e”x:(ex)n

Nous démontrerons dans le chapitre 18 : Dérivation des fonctions d’une variable
réelle que, si [ est une bijection, dérivable, et si sa dérivée ne s’annule pas sur

I, alors f ~! est dérivable sur ] = f) de dérivée :
1
Fof

La dérivée du logarithme népérien ne s’annulant pas, la fonction exponentielle est
dérivable sur R et :

(f‘—l)/ _

VxeR (exp) (x) = 1/% =¢"

La fonction exponentielle de base e est égale a sa dérivée.

Les limites de I'exponentielle se déduisent de celles du logarithme népérien

(Doc. 3) :
lim e = +oo lim =0

1.3 » Fonctions exponentielles de base quelconque

Soit 2 € R}. On appelle exponentielle de base ~ la fonction notée exp,
définie sur R par:
Vx €R exp (x) = g¥lna

On vérifie que :

V(x,5) € R* exp,(x +) = exp,(x) exp,(y)

En effet :
x+y) Ina

exp,(x+y) = e
_ exlnueylna

exp, (x) exp,(y)

En particulier :

Vn€Z exp,(n)= (expa(l))” =4

On convient d’écrire pour tout x € R: exp (x) = 4"




Fonctions usuelles

Avec cette nouvelle notation, on a donc :

Seul un réel strictement posi-

tif peut étre élevé A un expo-
7 2 . .

sant réel quelconque. e signifie

Csz(ﬁ), Cest-a-dire exp(v21n2);

. 2
mais (—2)\[ n’a aucun sens.

VxR & = ¢lne
Vx€R lna4" =xlna
Y(x,y) € R? £ =42

VxeR a4 =

L
ﬂxﬂx
R2 - -2
V(x,9) € a p
De plus : V(x,y) € R? (f)y = I = gilnd — golna _ o

Y(x,y) € R? (f‘)y =a?
On a aussi :
V(tl, b) c (Rj:)Z Vx € R (ﬂb)x _ exln(ab) _ ex(lna+lnb) _ exlnaexlnb — &b
V(a,b) € RY)* Vx€R (ab)* = &b*

Ces relations généralisent pour les exposants réels les propriétés connues pour les
seuls exposants entiers.

Dérivée

Pour tout « € R}, lafonction exp, (Doc. 4) est dérivable sur R et :

0 x

Vx € R (expa)' (x) =& lna
Doc. 4 Les fonctions exponentielles.
e Si a=1, lafonction exp, estconstante: Vx € R 1% =1.

e Si a>1, lafonction exp, eststrictement croissante.

e Si a <1, lafonction exp, eststrictement décroissante.

Remarque : Pour dériver x +— u(x)"™, il Jaut revenir & la définition :
u(x)"® = I Inu) Par exemple x — x* = elnx apour dérivée x — (Inx+1)x".
1.4 ¢ Fonctions logarithmes de base quelconque

Si 2 € R}\{1}, la fonction exp, est continue et strictement monotone sur
R : clest donc une bijection de R dans R}. La bijection réciproque est appelée
logarithme de base # et notée log,. Onadonc:

Va € RA\{1} {Fl"gﬂx — {x:"y

x € R} yeR
TP X s Inx
Comme cette égalité équivaut encore & Inx = ylna, on en déduit y = s
na
Cest-a-dire :

Inx

Va e RI\{1} VxeR] log x=——

“ Ina

DoC. 5 Les fonctions logarithmes. Toutes les fonctions logarithmes sont proportionnelles (Doc. 5).
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y4 a>1
a=1
0<a<l1
1
a=0
a<0
o 1 X

Doc. 6 Les fonctions puissances.

Fonctions usuelles

Dérivée

Pour tout 2 € R}\{1}, lafonction log, est dérivable sur R} et:

1 1
Vx € R} (log) (x) = o

&Pour s’entrainer : ex. 2 et 3)

1.5 @ Fonctions puissances

La définition des fonctions exponentielles permet d’élever un réel strictement
positif & la puissance d’un exposant réel quelconque. Pour tout o € R, on peut

o

Rt — R par R

X = X

donc définir la fonction :

Vx € RF x% = oo
Cette fonction f, est dérivable sur R} et:
* ! 1 olnx o—1
VxeR] f,(x) =a-—-¢ = ax’
x

Cette propriété généralise pour les exposants réels celle qui était connue pour les
seuls exposants rationnels.

Vx e R x"=1.

o Si >0, lafonction f, est strictement croissante sur R}.

e Si o =0, lafonction f, estconstante sur R :

° Si o <0, lafonction f, est strictement décroissante sur R.

Pour a # 0, on a les tableaux de variation suivants :

Sie>0 x |0 +oo Sia<0 x |0 +oo
+o0o +oo

fo(x) /! £ N
0 0

Notons que si & > 0, on peut prolonger f, par continuité en 0 en posant :
f2(0) =0 si &> 0,et f5(0) =1.

Sia>1, lirrbfl;' (x) = 0, donc £, estdérivableenOet £ (0)=0.

Si a=1, filx) =x; fi estdérivableenOet £, (0)=1.
St a <1, lirr%J £/ (x) = +e0, donc £, n’est pas dérivable en 0 (Doc. 6).

1.6 ® Croissances comparées
1) On a prouvé que pour tout x € R :

Inx <x—1; afortiori, Inx < x.

o
X

Pour tout o > 0, Inx* <x* dol Inx < —.
a

Inx x*7P

Pourtout >0 et x> 1, ona: 0 < —
xP o




Fonctions usuelles

En choisissant o < 8 et en appliquant le théoréme d’encadrement (chapitre 17,

§ 4.3), on en déduit :

Inx

VB>0 lim — =0

Ondit que Inx est négligeable devant x? au voisinage de +eo (voir chapitre 17,

§5.2).

Plus généralement, pour tout o >0 et § >0, ona:
(Inx)*  (lnx “
x'B B xg ’

Va>0Vg>0 lim 297 _

e P

0

(Inx)* est négligeable devant £# au voisinage de +eo.

1
En posant x = ¥ onen déduit :

Yoo >0 VB >0 Iin})xﬁ|lnx|“ =0
o T 1 .
|Inx|* est négligeable devant —; au voisinage de 0.
x

e Inx
2) Pour tout o >0 et >0, 5= eIy — Ha=pR)
X

nx
Comme — tend vers 0 quand x tend vers +eo,
x

ox

Va>0 V>0 lim — = o

X—> 400 xﬁ

xP st négligeable devant ¢* au voisinage de +oo.

En posant x = —X, on obtient de méme :

Ya>0 V>0 lim |x[fe™ =0

ox

e™ est négligeable devant au voisinage de +eco.

1
d

) Fonctions hyperboliques

Toute fonction définie sur R est, de facon unique, la somme d’une fonction
impaire et d’une fonction paire :

WeR  f@) = f ) —zf(—X) AC) +2f(—X)
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Fonctions usuelles

2.1 ¢ Fonctions sinus et cosinus hyperboliques

IJH-—.‘:'T = T e T e T T T T ] On appelle sinus hyperbolique et cosinus hyperbolique la par-
- f—|Algebrabalc|ither Pranl0jClear a-z. tie impaire et la partie paire de la fonction exponentielle de
base e :

e T P
" =inh(s) S

e¥ —e ¥ e re ™
e x Vx € R shx=——— et chx=
B Coshilx) L i IV g 2 2
z z

| R P
il i;::g i:g;; g K: Ces deux fonctions (Doc. 7) sont dérivables sur R et :
cozsh{ln{2)>)
FIRIN RAD AITO FOL W0

Vx € R (sh) (x) =chx et (ch) (x) =shx

Sur la TI-92/Voyage 200 ces deux fonctions sont notées

sinh et cosh (menu MATH/Hyperbolic).
Il en résulte les tableaux de variation suivants :

X —o +oo X —oo 0 400
sh'x + 1+ ch’x - 0 +
N A +oo +oo +oo
¢ shx S0 chx \ S/
oo 1
LA
2
0 . e . e . )
x Remarque : lim (chx— 3) =0 et lim (shx— 5) = 0. Les courbes d’équations
e .. L
sh y=chx, y=shx er y= 7 sont asymptotes en +es, leurs positions relatives érant
données par les inégalités :

Doc. 7 Cosinus et sinus -~
hyperboliques. ¥xER shy< o < chx

2.2 » Trigonométrie hyperbolique

On vérifie facilement que pour tout x € R :

chx+shx=¢" et chx—shx=¢*

D’otut
Vx €R ch?x —sh’x =1
\ v En posant :
X =chx et Y =shux,
shx M
A ona

X—Y'=1 e X>1

/ I\ chx X
Dans un plan rapporté & un repere orthonormal, le point de coordonnées (X, Y)
décrit donc une demi-hyperbole équilatere (Doc. 8) (voir chapitre 6 : Coniques) :

les fonctions hyperboliques servent & paramétrer la demi-hyperbole d’équations
X2 —y?=1,X>1.

Doc. 8 Paramétrage d’une
demi-hyperbole.
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APPLICATION 2

Formules d’addition en trigonométrie hyperbolique

Caleuler ch (a+b), ch(a—b), sh(a+b), sh(a—10b), On en déduit :

ch2a, sh2a.
ch2a =ch?a+sh?a=2ch?a—1=2sh%a+1
1
h b = — a+b —a—b
C (ﬂ+ ) 2(6 +¢ ) Sh (ﬂ+ b) — %(eﬂ+b _ C—ﬂ—b)
_ l a —ay(.b —b
- 4[(€ +¢ )(C +¢ ) — %[(ea _ e—ﬂ)(eb + C_b)
a __ —ay(.b _ —b
He' = e — ) e +e N —e )
Dol : Dol :
ch(za+b) =chachb+shashb sh(a+b) =shachb+chashb

sh(a—b) =shachb—chashb

En changeant 4 en —b&, on obtient :
et:

ch(@a—b) =chachb—shashb sh2a =2shacha

Remarque : La plupart des formules de trigonométrie s’ étendent aux fonctions hyper-
boliques, moyennant certains changements de signe.

2.3 ¢ Fonction tangente hyperbolique

La fonction tangente hyperbolique est définie sur R par:

|’F1 T Fevr | faw | Fiw . FE FE
- E Hlgebral|Calc Dther‘-TF'r‘ngDTlllear" a—z...]

shxy ef—e ™ -1

thx = — = =
chx e +e™  e¥+1
L2y Cette fonction est impaire.

" bend el H g Elle est dérivable sur R et :
® § arh( 10 2)) ] h2y — sh2
tanh<{ln<{2>)> ch”x —shx
HAIH KAl ADTD FOL 2730 Vx€R th'(x) = T hie

Sur la T1-92/Voyage 200, cette fonction est notée tanh
(menu MATH/Hyperbolic).

1
VxeR th'(x)=1—th’x=
chZx
y
1 La fonction th est strictement croissante sur R (Doc. 9).
.. e’ .
0 th -~ Au voisinage de +eo, thx ~ el donc Ilim thx =1.
> X—>+4oo
X
Comme la fonction th est impaire, lim thx = —1.
-1 x— —oo
&Pour S'entrainer : ex. 4 et 6)

Doc. 9 Tangente hyperbolique.
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EE) Fonctions hyperboliques réciproques

3.1 Fonction argument sinus hyperbolique

I’Fi T Fer R R FE FE
- E Hlgebral|Calc Dther‘-TF'r‘ngDTClear‘ a—z...]

La fonction sinus hyperbolique est continue et strictement crois-

sante sur R; ses limites en e sont Zeo. Clest donc une
bijection de R dans R. La bijection réciproque est appelée argu-
ment sinus hyperbolique et notée x +— Argsh x.

= =ikt ) @|  Par définition :
B zipkdl 1] sinhigl)
'dll:Siﬂh'i':K)] oo b o Pour tout x € R, Argsh x est 'unique élément de R qui a
x %%+ 1 pour sinus hyperbolique x :
disinhlix) x3
FAIN RAD AUTO FOL 370 - -
y = Argsh x x =shy
Sur la TT-92/Voyage 200, la fonction Argsh est notée xR yER
sinh

avec la fonction x — —.
shx

' (menu MATH/Hyperbolic). Ne pas confondre
1

D’apres le théoreme utilisé, la fonction argument sinus hyperbolique est également
continue et strictement croissante sur R.
Dérivée
La fonction sh étant dérivable sur R et sa dérivée ne s’annulant pas, la fonction
A Argsh est dérivable sur R (Doc. 10) et :
sh
1
VxR (Argsh) (x) = —
Arg sh ch (Argsh x)
% X or ch 2(Argsh x) = 1+sh 2(Argsh x) = 1+x% et ch (Argsh x) > 0, donc
ch(Argsh x) = Vx? + 1. D'oli:
Iy —
Doc. 10 Argument sinus hyperbolique. (Argsh)” (x) = 2+ 1

3.2 ¢ Fonction argument cosinus hyperbolique

I’Fi T Few Faw | Fuw FE F& La restriction 2 R, de la fonction cosinus hyperboli St
- E ngebr*aTEalc. Dther‘-TF'r‘ngDTClear‘ a—z...] . .es © a. + gen .0 ction cosius yp.e .0 que €
continue et strictement croissante sur R,; sa limite en +e
est +oo. Clest donc une bijection de R, dans [I,+ef.
w coskacl) ol  La bijection réciproque de [1,+~[ dans R, est appelée
gt argument cosinus hyperbolique et notée x +— Argch x. Par
« cosn £ 220 L.|  deinition:
e 1
.EEE’DSh-i':K)] ol =+l Pour tout x € [1,+eo[ , Argch x est 'unique élément de R,
dlcozshiC{x)  x) qui a pour cosinus hyperbolique x
FAIN RAD ALTD FURE 3770
Sur la TI-92/Voyage 200, la fonction Argch est notée y = Argch x x =chy
cosh (menu MATH/Hyperbolic). Ne pas confondre x € [1, +eo] yEeR,
1

avec la fonction x — —.
chx

D’apres le théoreme utilisé, la fonction argument cosinus hyperbolique est égale-
ment continue et strictement croissante sur [1, +oo[.
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Dérivée
La fonction ch étant dérivable et sa dérivée ne s'annulant pas sur R},
la fonction Argch est dérivable sur ]1, +eo[ (Doc. 11) et :

ch |
Vx> 1 (Argch) (x) = ————
* (Argeh)” () sh (Argch x)
Arg ch or
1 shz(Argch x) = chz(Argch N—1=x-1
| et
0 1 * sh (Argch x) > 0
Doc. 11 Argument cosinus
hyperbolique. donc
sh (Argch x) = Vx? — 1
D’ol

(Argch)' (x) = ﬁ

3.3 e Fonction argument tangente hyperbolique

I’Fi T Fer R R FE FE
- E Hlgebral|Calc Dther‘-TF'r‘ngDTClear‘ a—z...]

La fonction tangente hyperbolique est continue et strictement
croissante sur IR ; ses limites en 4o sont £1. Clest donc une

bijection de R dans ]—1, 1[. Labijection réciproquede ]—1, 1]
dans R est appelée argument tangente hyperbolique et notée

4 4
.t-El-r'II"I [1-2% tankbd]1-2) x +— Argth x.
B lim tankhdx) w ..
] Par définition :
[r zl
w2t gkt S E— ‘
'ixl: seh- ) [(x-1)x+1) Pour tout x € |—1,1[ , Argth x est 'unique élément de R
ditanh1Cx) x> qui a pour tangente hyperbolique x :
HAIN FAD AUTD ETETED 2
Sur la TT-92/Voyage 200, la fonction Argth est notée y = Argth x x =thy
tanh ~' (menu MATH/Hyperbolic). Ne pas confondre x€]-1,1] y€ER
avec la fonction x +— L
thx
D’apres le théoreme utilisé, la fonction argument tangente hyperbolique est égale-
ment continue et strictement croissante sur |—1, 1[.
Dérivée
y4 Argth La fonction th étant dérivable sur R et sa dérivée ne s’annulant pas, la fonction
Argth est dérivable sur ]—1,1[ (Doc.12) et :
1 , 1
Vx€]-1,1[ (Argth) (x) = ——————
o th 11,1 (Argth)’ (x) T th2(Argth %)
x =1 1 X
Or th(Argth x) = x, d'oli:
-1
’ Argth)’ (x) =
y (Argth)’ () = T—

Doc. 12 Argument tangente
hyperbolique.
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APPLICATION 3

Fonctions usuelles

Expression des fonctions hyperboliques réciproques
a lI'aide du logarithme népérien

Les fonctions hyperboliques réciproques peuvent s'expri-
mer i [ aide de la fonction logarithme népérien ; vérifions-
le pour chacune d'elles.

1) Montrer, de deux fagons différentes, que :
Vx € R, Argshx = In(x+ Va2 + 1)
2) Montrer, de deux fagons différentes, que :
Vx € [1,+e], Argchx = In(x+ /a2 — 1)

3) Montrer, de deux facons différentes, que :

1 1+x

Vx € R, Argthx= 3 In

1—x

1) ¢ Résolvons I'équation en y : x = shy, soit

o — e
¢ . Posons Y =¢.

L’équation devient :

X =

1
2x:Y—? soit Y2 —2xY —1=0

Cette équation dusecond degréen ¥ possede deux
racines réelles de signes contraires :
Y=x+Vxt+1l et Y =x—Vx*+1l.

Comme Y = ¢, on conserve uniquement la so-
lution positive :

VY=x+Vx*+1 dou y=Inlc+Vx?+1).

Vx € R Argsh x = In(x + Va2 + 1)

o Autre méthode : Les deux fonctions x +— Argsh x

et x — In(x+Vx?% + 1) sont dérivables sur R. Or,

/ 1+ —2 1
In(x + Va2 + 1)) = A S -
( x+vVxr+l  Vxt+l

ol 'on reconnait la dérivée de la fonction Argsh .
De plus, ces deux fonctions prennent la méme va-
leur nulle pour x = 0, elles sont donc égales.

2) o Résolvons I'équation en y : x = chy, soit
e +e’

SN

. Posons ¥ = ¢&. L’équation de-

vient :
1
2x=Y+? soit Y —2xY+1=0

Cette équation du second degréen Y possede deux
racines réelles positives :

Y=x+vVx2—1 et

Comme on veut que y > 0, on conserve unique-
ment la solution supérieure a 1 :

Y =x+vx2—1, dou y=Inlx+vx?2—1).

Vx € [1,+[ Argch x = In(x + V2 — 1)

o Autre méthode : Les deux fonctions

x— Argchx et x+—lIn(x+Vx?—1)

sont dérivables sur ]1,+e[. Or,

, 14 2
_ w1 1
(ln(x+ \/xz—l)) TR s R

ot l'on reconnait la dérivée de la fonction Argch .
De plus, ces deux fonctions prennent la méme va-
leur nulle pour x =1, elles sont donc égales.

3) ¢ Résolvons’équationen y:
x =thy

soit
¥ —1

ey +1

Posons ¥ = &¥. ’équation devient :
Y—1=x(Y+1)

soit
Y01 —x)=1+x
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d’ott | o Autre méthode : Les deux fonctions
+Xx
Y =
1 1
l—x x> Argthx et x+— —In X
L’équation a une solution réelle unique : 2 1-x
1, l+x sont dérivables sur ] — 1, 1[. Or,
y==In
2 1—x ,
1 1+x 1 2 1—x 1
“ 1 2 T2 2Tex 1o
+x — — —
: <0 2 1—x 1—-—x?21+x x
—x
1 ot l'on reconnait la dérivée de la fonction Argth .
Vx €]l —1,1[ Argthx==1In il De plus, ces deux fonctions prennent la méme va-
2 l-x leur nulle pour x = 0, elles sont donc égales.

qpour s'entrainer : ex. 5)

D Fonctions circulaires

4.1+ Paramétrage d’un cercle

Le plan orienté est rapporté & un repére orthonormé direct (O,7,7). Soit C le
cercle de centre O derayon 1. Pour tout réel x, le point M de C tel quel’angle

) /y_ M orienté (7, W) ait pour mesure x, a pour coordonnées (cosx,sinx) (Doc. 13).

o x_)- _______ On définit ainsi deux fonctions de R dans R 27 -périodiques, sinus et cosinus,
/ J B respectivement impaire et paire. i

Ol cosr T x Leur quotient est la fonction tangente définie sur R\{E + kn,k € Z} par

s x
tanx =
Cos X

Retrouvons les propriétés différentielles (limites, dérivées) de ces fonctions clas-
siques a partir de ce simple point de vue géométrique.

. Cette fonction est impaire et 7 -périodique.

Doc. 13 Paramétrage d’un cercle.

4.2 ¢ Fonctions sinus et cosinus

Soit x € ]0, E[, M le point de coordonnées (cosx,sinx), A le point de

coordonnées (1,0).

y Continuité
Comparons les aires du triangle OAM et du secteur angulaire OAM (Doc. 14) :
M
T 1 . 1 . .
Vx €10, - =sinx < =x, soit: sinx < x
2 2 2
Cette inégalité est encore vraie pour x = 0, et comme la fonction sinus est
, impaire, on peut écrire :
0 A X

T T .
Doc. 14 Comparaison d’aires. Vxe] - 2’ E[ |sinx| < [x|
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YA LT

0 A X

Doc. 15 Comparaison d’aires.

Fonctions usuelles

On en déduit lim sinx = 0 = sin 0, donc la fonction sinus est continue en 0.

x—0
: T — :
Onsaitque Vx € [—=, =] cosx =1/1 —sin?x, donc lim cosx =1 = cos0 :
22 x—0
la fonction cosinus est continue en 0.
En un point quelconque xp, ona:
Vh e R sin(xy + h) = sinxg cos » + cos xg sin 4, donc
lim sin(xy + ) = sinxg
h—0

VheR cos(xg +h) = cosxycosh — sinxgsin b, donc
/l,im cos(xp + h) = cos xq
—0

En définitive, les fonctions sinus et cosinus sont continues sur R.
Dérivabilité
Soit 7" le point d’intersection de la droite (OM) et de la tangenteen A a C.

Comparons les aires du triangle OAM, du secteur angulaire OAM et du triangle

OAT (Doc. 15) : X

X<
— — tanx
2752

bl A b e M o . 1 . . .
D’oti 'on déduit en divisant les trois membres par 5 sinx (qui est strictement

.. X
positif) : 1 < — <

N , Ou en passant aux inverses :
sinx Cos x

T sinx
Vx€10,=[ cosx < — <1
2 X
L . sinx . .
On en déduit que hr% —— = 1. Comme cette fonction est paire, il en est de
x—0" X
méme de la limite & gauche. D’oti :

. sinx
lim — =1
x—0 X

Cette limite exprime la dérivabilité de la fonction sinus en 0, sa dérivée valant 1
en ce point.
.2 X L1
Comme: 1 — cosx = 2sin 4o onen déduit :
1 — cosx 1

x—0 X 2

En un point x) quelconque :

sin(xg + /) = sin xy cos / + cos xg sin A

. sin(xg + /) — sinxg . cosh—1 sin b
doli: :smxoT +COS X) ——

h h

et par conséquent :

. sin(xg + A) — sinxg
lim

= cos Xy
h—0 b

De méme :
cos(xg + h) = cosxg cos h — sinxy sin /
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y

. sin
YN\ 2 i
S HE NG
y’ 2 cos

Doc. 16 Fonctions sinus et cosinus.

SIE]
(STE]

/

Doc. 17 Fonction tangente.

YA
2
1
Arc
X7 sin x
0] 0 X
-1
_T
2

Doc. 18 Arcsinus.

. cos(xp + h) — cos xp cosh—1 . sinh
doti: = cosxg———— — sinxg——

h

et par conséquent :

cos(xy + h) — cos xp
h—0 h

= —sinxp

Les fonctions sinus et cosinus sont donc dérivables sur R et (Doc. 16) :

Vx € R sin’ (x) = cosx cos’ (x) = —sinx

Or sin’ (x) = sin (x + g) et cos’ (x) = cos (x + g) .

On en déduit facilement par récurrence que les fonctions sinus et cosinus sont
indéfiniment dérivables sur R et :

VneN  sin®(x) = sin (x + %) cos™ (x) = cos (x + %)

4.3 ¢ Fonction tangente

La fonction tangente (Doc. 17), notée tan, est définie sur R\{g +hkn , ke L}
sin x

par tanx = ; elle est impaire et 7 -périodique. Elle est dérivable sur cet

cosx
ensemble et :

1

cos? x

tan’ (x) = 1 + tan’ x =

B Fonctions circulaires réciproques

Les fonctions que nous venons d’étudier ne sont évidemment pas bijectives sur tout
leur ensemble de définition, mais certaines restrictions convenablement choisies
peuvent I'étre. Les bijections réciproques correspondantes définissent de nouvelles
fonctions qui sont trés importantes, notamment en calcul intégral.

5.1 Fonction Arc sinus

T
272 T x
tement croissante sur cet intervalle. C’est donc une bijection de [—5, E] dans

Soit f la restriction de la fonction sinus & [— ] , [ est continue et stric-

[—1,1]. La bijection réciproque de [—1,1] dans [—g, g} est appelée Arc
sinus et notée x +— Arcsin x (Doc. 18).

Par définition :

Pour tout x € [—1,1] , Arcsin x est l'unique élément de [—g, g] qui a

pour sinus x :
y = Arcsin x { % = Gl

{ x€[-1,1] ye [—gg}
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rr_Tim i TE= 1 Fuw TE TE D’apres le théoréme utilisé, la fonction Arc sinus est également
o F|1gebr*aTl:ali:TDthe-r*TF'r*ngDTtlear* S ] continue et strictement croissante sur [—1,1].
i Dérivée
B=indf1-20 = . Y- (e >
) Comme la fonction f est dérivable et que sa dérivée ne s’annule
. 1 T T . . , .
"(sin(l-2)) TRV passur } =35 [ , lafonction Arcsinus est dérivablesur ]—1, 1[
. _1[ ; [3-:1]] n et:
sind] sin| == 5
sinl{sin{3In 23> . 1 1
FAlN RhD AUTO T Vx€]-1,1] (AfCSlIl)/ () = ” = -
" (f(x))  cos(Arcsin x)
Sur la TI-92/Voyage 200, la fonction Arcsin est notée
: : 1 2 . ) . 2
sin ' . Ne pas confondre avec la fonction x — ——. Or cos”(Arcsin x) = 1 — sin“(Arcsin x) = 1 — x° et
S comme Arcsin x € ] — 23 [, cos(Arcsin x) > 0. D’ot
cos(Arcsin x) = v/ 1 — x2. En définitive :
Vrel-11[  (Arcsin) () = ——
x €]-1, resin)’ (x) = ——
V1 — 2
T AV Arc sin 1-x
2
—in La fonction Arcsin est continue sur [—1, 1], dérivable sur ]—1,1[ et
| lil}l (Arcsin)’ (x) = +eo. Par conséquent, Arcsin n’est pas dérivable en 1, ni de
o - Paseyll
o x méme en —1. Sa courbe représentative (Doc.19) présente aux points d’abscisse 1
et —1 des demi-tangentes verticales.
"
P Remarque : La fonction Arcsin  est impaire.
T3 -

y

5.2 ¢ Fonction Arc cosinus

Soit f larestriction de la fonction cosinus 2 [0, 7], f est continue et strictement
décroissante sur cet intervalle. C’est donc une bijection de [0, 7] dans [—1,1].

Doc. 19 Fonctions Arc sinus.
Y
| ‘ Arc cos x

Doc. 20 Arc cosinus.

cosinus x :

La bijection réciproque de [—1,1] dans [0, 7] est appelée Arc cosinus et notée
x — Arccos x (Doc. 20).

Par définition :

Pour tout x € [—1,1] , Arccos x est 'unique élément de [0, 7] quia pour

y = Arccos x X = cosy
x € [—1,1] y € [0, ]

D’apres le théoreme utilisé, la fonction Arc cosinus est également continue et

strictement décroissante sur [—1,1].

Dérivée

Comme la fonction f est dérivable et que sa dérivée ne s’annule pas sur 10, [,

la fonction Arc cosinus est dérivable sur ]—1, 1[ et:

Vx e]-1,1[

1

! — 1 =
(Arccos)’ (x) = F(f(x))  —sin(Arccos x)
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B ooz
8 cos(@)) -1

o cont{coa( 2]

Or sin?(Arccos x) = 1 — cos®*(Arccos x) = 1 — x> et comme
T FEv Fiw | Fuw FE TE
|~r = F|1gebr*aTl:ali:TDthe-r*TF'r*ngDTtlear* a—z...] Arccos x € 10, z[, sin(Arccos x) > 0.

D’ol sin(Arccos x) = /1 — x2.
En définitive :
1

Vx € ]-1,1[ (Arccos) (x) = ————
1—x?

T R S

cosi{cosd ns20)

La fonction Arccos est continue sur [—1,1], dérivable sur

FIHIN EAD ALTD FOL 570 . ;
]—1,1[ et lim (Arccos)’ (x) = —oo. Par conséquent, Arccos
Sur la TI-92/Voyage 200, la fonction Arccos est notée s e . N ,
- ‘ ‘ . n’est pas dérivable en 1, ni de méme en —1. Sa courbe représen-
cos . Ne pas confondre avec la fonction x cose tative présente aux points d’abscisse 1 et —1 des demi-tangentes
verticales (Doc. 21).
Are cos‘ y Remarque : La fonction x — Arcsin x + Arccos x est dérivable sur 1—1,1[ et sa
T dérivée est nulle : cette fonction est donc constante sur cet intervalle. La valeur de cette
7 .
constante est 5 (valeur en 0). Comme on a aussi :
. T . T
11 Arcsin 1 + Arccos 1 = = et Arcsin (—1) + Arccos (—1) = =
2 2’
0 T
x > on peut conclure :
-1 1 cos r
-1 Vx € [—1,1] Arcsin x + Arccos x = 3

Doc. 21 Fonction Arc cosinus.

YA

SIE]

Arc
tan x

SIE]

Doc. 22 Arc tangente.

5.3 ¢ Fonction Arc tangente

. .. . . T T .
Soit f la restriction de la fonction tangente & |—=, = [ est continue et
27217
strictement croissante sur cet intervalle; ses limites aux bornes sont . Clest
.. T T e , .
donc une bijection de } ~3'3 [ dans R. La bijection réciproque de R dans
T ) )
55| et appelée Arc tangente et notée x +— Arctan x (Doc. 22).
Par définition :

L T
Pourtout x € R, Arctan x est!'unique élémentde } 55 {

qu1 a pour tangcntc X

I’Fi T Fer R R FE FE
- E Hlgebral|Calc Dther‘-TF'r‘ngDTClear‘ a—z...]

mtandill

a{tanc1y) 1

. tah'i[tan[ 3 . ]]

tani{tant{In 43>

MAIN RAD AUTO

FOL

y = Arctan x X =tany
. <~ T T
xeR PE |==,=
2°2
n|  Dapres le théoréme utilisé, la fonction Arc tangente est égale-
i 4 ment continue et strictement croissante sur R.
tanil) , e .
R Dérivée
4 Comme la fonction f est dérivable et que sa dérivée ne s’annule
T . (-
T pas sur } ~33 [ , la fonction Arc tangente est dérivable sur R

Sur la T1-92/Voyage 200, la fonction Arctan est notée et (Doc. 23) :

1 - - .
tan . Ne pas confondre avec la fonction x +— . ’
: tanx Vx €R  (Arctan )’ (x) =

1 1

1
[ (f(x) T 1+ (Arctan x)
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y tan Or tan(Arctan x) = x, d’our:

b1 0 1

7 Vx € R (Arctan)’ (x) = 5
1+x

ﬂc_tan
- % 0 % X Remarque : La fonction Arctan  est impaire.
—/
I > A . )
/—5 &Pours entrainer ! ex. 7 a 13)

Doc. 23 Fonction Arc tangente.

. METHODE M

 Retenir les équivalences :

y = Argsh x x =shy
{ xeR — { yeR
y = Argch x x =chy
{x€[1,+oo[ = {yER+
y = Argth x x=thy
{xE]—l,l[ — {yGR
Ainsi que :
y = Arcsin x x =siny
€ [-1,1] = yel-25
X ) 27 2
y = Arccos x X = cosy
{ xel-1,11 {yE[O,n’]
y = Arctan x X =tany
= et
* 22
mm Argsh  est continue et dérivable sur R :
1
Vx € R (Argsh) (x) =
+ x2
mm Argch est continue sur [1, +oo[ et dérivable sur 1, +oo[ :
1
Vx € 11, +0o[  (Argch)’ (x) = ——
x2 —1
mm Argth est continue et dérivable sur ]—1, 1] :
Vx €]1-1,1[ (Argth) (x) = —
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mm Arcsin  est continue sur [—1,1] et dérivable sur |—1, 1] :

1

V1 —x2

Vx €]—1,1[ (Arcsin)’ (x) =

pm Arccos est continue sur [—1,1] et dérivable sur ]—1, 1] :

1
Vx € ]—1,1[ (Arccos) (x) = — ———
1 —x2
mm Arctan est continue et dérivable sur R :
1
Vx € R (Arctan) (x) =
1+ x2

pm Pour tout ¢ >0 et f>0:

(Inx)* est négligeable devant xf au voisinage de +

1
|Inx|* est négligeable devant 5 voisinage de 0

%P est négligeable devant ¢* au voisinage de + o

. 1 .
e* est négligeable devant 7 au voisinage de —
x

mm Comparaison des fonctions circulaires et des fonctions hyperboliques.
Pour tout x € R :

Fonctions circulaires Fonctions hyperboliques

. e”r —e e —e
sinx = - shx =
27 . 2
e* e ™ e +e
cosx = chx =
2 2

{ cosx + isinx = e~
ix

cosx —isinx = e
cos x +sin’x = 1

{ (sin)’ (x) = cosx

(cos) (x) = —sinx

X

{ chx+shx =¢*

chx —shx =e™
ch?x —sh?x =1

(sh) (x) = chx
(ch) (x) = shx
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Fonctions usuelles

D’APRES ENSTIM (ECOLES DES MINES D’ALBI, ALES, DOUAI, NANTES)

@D Soir ¢ lapplication de R dans R définie par :

1'3
g(#) = Arctan r — 1 + 3

a) Vérifier que g est impaire, dérivable sur R, et calculer g'(¢), pour t € R.

b) Montrer que : ¥Vt € R, 0 < g1 < 2.
t3
c) Endéduire : Nt € R,, t— 3 < Arctan £ < ¢.

@ Soir [ lapplication de R dans R définie par :
fO)=1 e Ye#0, f(r)=

Arctan ¢
t

a) Montrer que [ est continue sur R et paire.

b) Montrer que f est dérivable en 0 et donner f'(0).

<) Justifier que [ est dérivable sur R et calculer f'(t), pour t € R*.
©) A laide d'une intégration par parties, montrer que :

* ! u2 12/
VIER, Omdu:—itf(t)

En déduire le sens de variation de f.

@ Tracer la courbe représentative de | dans un repére orthonormé.

Conseils Solution
1) a) g est définie sur R, et pour tout r € R,

3
t
g(—1#) = Arctan (—#) + ¢ — 3= —g(2)
g est impaire; elle est dérivable sur R comme somme de fonctions
— 1+ = t—4
1+¢2 T 1+
b) On en déduit immédiatement : V¢ € R, 0 < g'(#) < 2.

dérivables et pour + € R, ¢'(¢) =

3
Intégrer I'inégalité précédente. ©) Pour 7z € R,, onobtientalors, en intégrant sur [0,7], 0 < g(#) < 3

3
bl Y M t
Cest-a-dire : # — 3 <Arctant <t (%).

2) a) [ est définie et continue sur R* comme quotient de fonctions
continues, elle est paire comme quotient de fonctions impaires.

2
Calculer lin(} f(2). D’apres (%), nous pouvons écrire pour ¢ > 0 : 1——3 <fl) <1 (%),
t—0*

ce qui prouve, par le théoréme d’encadrement, que lim f(#) =1, f est
t—0*

continue 2 droite en 0, par parité, elle est continue 2 gauche en 0.

[ est donc continue sur R.




Fonctions usuelles

Se souvenir de la définition de la dériva-

bilit¢ d’une fonction en un point.

2

u

ot
Quel est le signe de / (

Jo (1 +u?)?

Préciser les limites de f* en .

du?

f() — f(0) _ Arctan ¢ — ¢

b) .P.our t#0, p 2
Utilisons encore (*), pour > 0:
£ . t _ Arctant — ¢
—— <Arctant—t<0 dou — =< B — <0
3 3 ¢
. . Arctant—¢
ce qui prouve, par le théoreme d’encadrement, que 111101 = 0
t—0*
., . Arctanr—1r .
et, par parité llH(l) a2 = 0: f estdérivableen O et f/(0) = 0.
t—
¢ D’autre part, f est dérivable sur R* comme quotient de fonctions
1 Arctan ¢
dérivables et, pour # € R*, f'(r) = -
P FAZ t(1+12) 2

’ 2
3) Calculons, pour ¢+ € R*, / uiz du i laide d’une intégration
o (1+u?2)?

par parties :

l/r P 1 tl/tLd
2 Ou (1 + u2)? o= 2 " (1 +u3) 0+2 o (1+u?) "

t 1
= ——+ _Arctan ¢
2(1+t2)+2 ctan
12/
= —=t t
2f()

f'(2) est donc du signe opposé a celui de #: f est décroissante sur R,
croissante sur R_.
. A . .
4) De plus lim Arctan r = —, d’oli: lim f() = 0.
t—>+oo 2 t—> 400

Nous pouvons alors donner I'allure du graphe de f":

y

Doc. 24
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&D vrai ou faux?

a) Pour tout réel x # g + kr: Arctan (tanx) = x

b) Pour tout réel x: tan(Arctan x) = x
T
c) Pour tout réel x € [—1,1] : Arccos x + Arcsin x = 3

d) La fonction Arcsin  est continue et dérivable sur

e) La fonction Arctan est continue et dérivable sur R.

1
f) Inx est négligeable devant — au voisinage de 0.
x

g) chx —shx tend vers 0 quand x tend vers +co.

h) La fonction cosinus hyperbolique est bijective.

) Vr e R\{=1,1} (%m > . 1_1x2

Exponentielles et logarithmes

8 Résoudre les équations suivantes :
X
a) V= Vx
3 2
b) 2¥ =3"

o log x=log a

1+x

1 —x

d) logyx —log,x =1

e) 2x+2x+1+'_.+2x+n:3x+3x+1+._'+3x+n ot €N
9 Démontrer que log,, 2 n’est pas rationnel.

Fonctions hyperboliques

n n

0 Calculer Z ch(a+kb) et Z sh(a+ kb) .

k=0 k=0

9 Simplifier les expressions suivantes :

ch(In(x + v/x2 — 1)) sh(In(x + Vx%2 — 1))
ch (In(x + Vx2 + 1)) sh (In(x + Vx2 + 1))

0 Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes et cal-

culer leurs dérivées :
1
a) f(x) = thx — gth 3x b) f(x) = Arcsin (thx)

¢) f(x) = Arctan (shx) d) f(x) = Arctan (thx)

Fonctions circulaires réciproques

6 Etudier les variations des fonctions suivantes et tracer
leur courbe représentative :

x—1

a) f(x) = Arcsin f—tr/i b) f(x) = th i1

C) f(x) = (x — 1)2Arctan x d) f(x) — mel\rcsinx

6 Représenter graphiquement les fonctions f et g dé-

finies par :

f(x) = cos(Arccos x) et g(x) = Arccos (cosx)

o Calculer Arctan x +Arctan y en discutant suivant les
signes des réels 1 —xy et x + .

@ Simplifier les expressions :

cos(Arctan x) ; sin(Arctan x) ; tan(2 Arctan x) ;

cos(4 Arctan x) ; tan(Arcsin x) ;  tan(Arccos x) ;

2
Arcsin al .
1+ x2

m Démontrer la formule de Machin :

T_ 4 Arctan l — Arctan i
4 5 239

@ Ftudier la dérivabilité des fonctions suivantes et cal-
culer leurs dérivées :
+x
=

a) f(x) = Arcsin (11

/1 — Arcsin x
b flw= 1 + Arcsin x

1
© f(x) = Arctan ( T x2>
d) f(x) = Arctan L= s.mx
+sinx

@ 1) Soit p € N. Calculer Arctan (p+ 1) — Arctan (p)

2) Etudier la convergence et lalimite de lasuite (S,) définie

par :

- 1
S, = E Arctan ——
n 2

pars pr+p+1

Exercice posé aux oraux des concours
@ (Petites Mines 2005)

Simplifier 'expression :

f(x) = cos(Arccos x — Arcsin x) — sin(Arccos x — Arcsin x)




Equations
différentielles
linéaires

INTRODUCTION

o Etudier les équations différen-
tielles linéaires du premier ordre.

e Donner un exemple de réso-

lution approchée : la méthode
d’Euler.

o Etudier les équations différen-
tielles linéaires du second ordre a
coefficients constants et  second
membre du type polyndéme-
exponentiel.

e trés nombreuses applications des mathéma-
D tiques conduisent i la recherche d’une fonction
assujettie a une certaine relation avec ses dérivées
successives. C'est ce qu'on appelle une équation dif-
[férentielle. Limmense progres scientifique des XVII®
et XVIII® siecles, en particulier en astronomie, re-
pose sur la capacité de prévoir le comportement fu-
tur dun systéme grice a la résolution d'équations
différentielles. De trées nombreux noms de mathéma-
ticiens sont attachés & la théorie des équations dif-
[férentielles : Euler, d’Alembert, Lagrange, Riccati,
Clairaut, Bernoulli, Legendre, Cauchy... Malheu-
reusement, il n'existe pas de méthode systématique
pour résoudre exactement toutes les équations dif-
[férentielles. Nous devrons nous contenter détudier
quelques types trés simples, comme les équations li-
néaires. Par ailleurs il existe une branche des ma-
thématiques en plein essor, lanalyse numérique, qui
développe, & ['usage des physiciens et des ingénieurs,
des algorithmes trés performants de résolution appro-
chée d'équations différentielles.
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Equations différentielles linéaires

D Equations linéaires du premier ordre

1.1¢ L'exemple des fonctions exponentielles

Nous avons vu que pour tout 2 € C, la fonction f de R dans C définie par
f(#) = e” est dérivable, et vérifie pour tout # € R: f/(#) = ae” = af(¢). On
dit que £ est solution de 'équation différentielle y' — ay = 0.

Réciproquement, soit y une solution quelconque de cette équation ; posons pour
t€R: y(#) = z(t)e”. En dérivant, on obtient :

¥ (1) = 2 (D)e” + az()e”, don y (1) — ay(t) = 7' (t)e”. Lafonction y vérifie
Iéquation différentielle si et seulement si: 2'(f) = 0, Cest-a-dire z(#) = C*.

L’ensemble des solutions de I’équation différentielle 5’ — 2y = 0 est donc I'en-
semble des fonctions y dela forme: y(z) = Ce™.

Une solution est caractérisée par la constante C, c’est-a-dire y(0).

La fonction exponentielle # — e est 'unique solution de I’équation diffé-
rentielle y' —ay = 0 qui vérifie y(0) = 1.

1.2 e Equation linéaire du premier ordre
sans second membre

Inspirons-nous de ce qui précede pour résoudre I'équation différentielle :
_y' +at)y=0 (1)

ol & est une fonction continue & valeurs réelles ou complexes de la variable
réelle . Comme  estcontinuesur R, elleadmet une primitive A. La fonction
o f définie par f(z) = e ¥ est dérivable, et vérifie pour tout # € R :
, = car cela conduirait 4 ne @)= —A' (e = —4() f(@). f estdonc solution de 'équation (1).
chercher que des solutions y qui ne
s’annulent pas.

Qn résistera 2 la tentation d’écrire

Réciproquement, soit y une solution quelconque de cette équation ; posons pour
teR: y() = 2()e =¥, En dérivant, on obtient :

V(@) = Z@e Y — A z()e™ 9, dou Y () + a(®) yt) = 2D V. La
fonction y vérifie 'équation différentielle si et seulement si: 2'(£) = 0, C'est-a-

dire z(z) = C*.

L’ensemble des solutions de I'équation différentielle y' + a(r)y = 0 est I'en-

semble des fonctions y delaforme: y(z) = C e A0

de a.

, ou A estune primitive

Remarque : Une équation de la forme a(t)y’ + b(t)y = O pourra étre résolue de
cette fagon sur un intervalle oiv la fonction a ne sannule pas. Nous verrons plus loin
comment « recoller », lorsque c'est possible, deux solutions de part et d'autre d'un point
ot a(t) = 0.

1.3 e Equation linéaire du premier ordre
avec second membre

Considérons maintenant I'équation différentielle :

Y +a(t)y = b) 1)




Equations différentielles linéaires

ol « et b sont deux fonctions continues & valeurs réelles ou complexes de la
variable réelle z. Soit y; et y, deux solutions de I'équation (1). On peut
écrire :
/
9y +a(t) 1 = b(z)
/
95 +a(t) y, = b(z)

En retranchant membre 4 membre, on obtient :
N —rh+a®(r —y) =0
La fonction y; — y, vérifie I'équation sans second membre :
¥y +a®)y=0 )

que nous avons déja appris  résoudre au paragraphe précédent.

Réciproquement, si yo est une solution quelconque de (2) et y; une solution de
(1), on peut écrire :

gy +a(t) y1 = b(2)
)/6 +a(t)yo =0

En ajoutant membre & membre, on obtient :

Yy + 9+ al)n +y0) = b(2)

cest-a-dire que la fonction y; +yy vérifie 'équation (1).

On obtient donc toutes les solutions de I'’équation (1) en ajoutant 2 y; une
solution quelconque de I'équation (2). On peut énoncer :

Théoréme 1

La solution générale de I'équation différentielle linéaire du premier ordre :

Y +a®)y = b@) 1)

est la somme d’une solution particuli¢re de (1) et de la solution générale de
équation sans second membre associée :

\ )// +a()y=0 )

Remarque : La structure des solutions fait penser a celle d’une droite D : ['ensemble
des points de D est obtenu & partir d’un point particulier A en ajoutant un vecteur

quelconque de la droite vectorielle D .

Il reste & déterminer une solution particuliere de I'équation. On pourra souvent
reconnaitre une solution évidente.

Exemple : Résoudre I'équation différentielle : ' — ty = 2¢ (1).
L’équation sans second membre associée s’écrit : )// — 1y = 0; sasolution générale
est y = C eé.
Une solution évidente de 'équation (1) est: y = —2.
La solution générale est donc :
y=-2+C eé
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Equations différentielles linéaires

On peut aussi utiliser le principe de superposition : si y; est une solution de
Iéquation y —a(t)y = b,(#) et y, unesolution de I'équation y' —a(r)y = b;(z),
alors y; + 5, est solution de I'équation y' — a(2)y = b1 (2) + by(2).

Exemple : Résoudre 'équation différentielle : y' — #y = £ (1).
Remarquons que #° = 2¢ — (2t — ).

L’équation y — #y = 2¢ a pour solution évidente : y; = —2.

L’équation y — 1y = 2¢ — £ a pour solution évidente : y, = 2.
L’équation (1) a donc pour solution particuliere : y =y, —y, = =2 — 2.
La solution générale est donc :

2
y=-2—1+Ce?

0 Pour s’entrainer : ex. 2)

1.4 ¢ Méthode de la variation de la constante

Lorsqu’il n’est pas possible de trouver une solution évidente, méme par le prin-
cipe de superposition, on peut chercher une solution particuli¢re de I'équation
y' +a(t)y = b(t) souslaforme: y=C (H)e ¥ Cest-a-dire en remplacant dans
Iexpression de la solution générale de I'équation sans second membre la constante
C par une fonction C(z), que I'on supposera dérivable.

Onadonc: y'(r) = C'(He ™ — C(H)a(r)e ™7,

En reportant dans I'équation différentielle, il reste : C "(He™ Y = b(z), dou:

C' (1) = b(r)e

On peut donc trouver la fonction C par une recherche de
|’F1 T Few [ FEr [P [ FE FEv
- E Alagebra|Calc Dther‘-TFr‘ngDTElean Upﬁ

By —f-y=+t-¢ z + equadiff

B eSolvelequadiff, b, J)

primitives.
L2 [ 'y . crre
X Exemple : Résoudre I'équation différentielle :
y' —-t-y=t-& Z
’ 2
+ 2 Y —y=te? (1)
L
= &

desolvef{equadiff  t, w3

La solution générale de I'équation sans second membre est :
2

FUMC = z0

r . 7 H
y = Ce? ; cherchons une solution de I'équation (1) sous la

2
forme: y = C(z)e” . Enreportant dans|’équation différentielle,

2
ilreste: C'(1) =¢, dot: C@¥) = %

Remarque : I/ est inutile d’écrire une constante d’intégration, puisqu’on cherche seule-

ment une solution particuliére ; cette constante apparaitra lorsqu on ajoutera la solution
générale de ['équation sans second membre.

La solution générale de I'équation (1) est donc :

o

t

2
="e7T4C
y 26 + Ce

SIS




Equations différentielles linéaires

1.5 ¢ Condition initiale

La solution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre dépend d’une

constante.
YA
o D’ot1 le résultat :
|
|
1 Théoreme 2
In 1O t

y(@) =y () + Ce™

Pour déterminer cette constante, il suffit de connaitre une condition initiale,
cest-a-dire la valeur de la fonction en un point donné : y(#)) = yo (Doc. 1).

On doit avoir : yy = y1(5) + Ce_A("’), dott: C=(@o—n (to))e @

Soit'équation différentielle )/ +a(2)y = b(¢). Une condition initiale de la forme

(%) = yo détermine une solution et une seule.

Doc. 1 Solution déterminée par une

condition initiale

Remarque : Si [‘bquation est de la forme :
rfi"mT Fiv Fiv 7 FAT FE Fav — 1
~ = |AlgebralCalc Dther‘TF'r*ngDTElean LIPT_\ ,
i e e a(®)y + b(2)y = (1),
2
y= [t’T + @ 1] FT la condition initiale doit étre choisie telle que a(ty) # 0 5 l'existence
LR B e Foa S L e et lunicité de la solution sont garanties dans tout intervalle contenant
42 ty sur lequel la fonction a ne sannule pas, mais pas nécessairement
s B R sur une réunion de tels intervalles.
b=
Z .
desolvelequadiff and w<0>=0,t. Exemple : Erudier 'ensemble des solutions de I'équation diffé-
HAIN FUHC 2730 rentielle y cost + 2ysint = 1 + sin? #, vérifiant la condition

initiale y(0) = 0.
Considérons l'intervalle 7 = ] —g g [, sur lequel la fonction cos# ne s’annule

pas. Sur /, I'équation devient :

' , 1 +sin®¢
+2ytant = ————
yr cost

L’équation sans second membre §' +2ytan# = 0, admet pour solution générale :
y = C cos” #. Une solution évidente de I’équation compléte est: y = sinz. D’olt
la solution générale sur 7 :

y=sint+ C cos® ¢
La condition initiale y(0) = 0 détermine une solution unique sur 7 :
J q
y=sint
T T . . .

Cependant,en —— eten —, cette fonction se prolonge en une fonction continue

p ) p g
et dérivable, de dérivée nulle. Ainsi, toute fonction de la forme :

. . b1 T
y=sint+ C} cos’t ot Cp = C"™ sur }—5+/e7t,§ +k7r[ et Cp=0

est solution sur tout R et vérifie la condition initiale. L’unicité de la solution se

perd aux points singuliers # = :I:g (Doc. 2).

Ql’our sentrainer : ex. 3 et 4)
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Equations différentielles linéaires

./ f \ f ‘ :\ f |
21 -3m2 —%\—n/z ‘ w2 1\311/2/&

Doc. 2.

) Résolution approchée

2.1 ¢ Expression des solutions sous forme intégrale

La méthode de résolution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre
fait appel 4 deux reprises & une recherche de primitives :

— dans la résolution de I'équation sans second membre y + a(£)y = 0, ot 'on
cherche A(z) = / a(t) de;
— dans la détermination d’une solution particuliere par la méthode de variation de

la constante, ol 'on cherche C(z) = / b(1)e® dr.

Il arrive souvent qu’on ne puisse exprimer explicitement ces primitives, et que les
solutions fassent intervenir des intégrales qu'on ne sait pas calculer.

ey, s, . ’ _ 2 .. e
Exemple : Considérons 'équation : y — e™* y = 1 et la condition initiale
(0) = 0.

La solution générale de I'équation sans second membre est :

y=C exp </t e_”zdu>
0

Par la méthode de variation de la constante, cherchons une solution particuliere

de la forme : ,
= C(z) ex / e du
y p( ] e du)
On obtient : s
C'(r) = ex —/ e du
p(— [ o)
doti: ,
C(t) = /ex —/ e du) dr
p(— [ e o)
et enfin :

y(2) = exp (/t e_”zdu> /exp ( — /t e_”zdu> dr
0 0

La condition initiale détermine une solution unique :

y(t) = exp (/If e_”zdu) /texp ( — /” e_”zdu) dv
0 0 0

Il est clair que de telles solutions sont peu exploitables. C’est pourquoi il est
intéressant de disposer de méthodes de résolution approchée, qui faute de donner
la solution exacte en donneront une approximation aussi précise que l'on veut.

QPour S’entrainer : ex. 5)




Equations différentielles linéaires

2.2 o Interprétation graphique d’une équation
différentielle du premier ordre

1 Few | F= FH FEw | _FE™ [F7 ]
- E Zoon|Trace|Rear-aphiMath Elr*aqur ﬁ:? |II3

SFLOTE

wgli=-g1+-e't-cas(1m-tj
Hil=

yel=

o

e T T i M

"
B S My g
[AIN RED AUTD BE

La calculatrice TI-92+/Voyage 200 permet aussi cette re-

présentation, dans le MODE DIFF EQUATIONS.

Considérons une équation différentielle (linéaire ou non) qui
peut s’écrire sous la forme y' = £(¢,5), ot £ est une fonction
de R? dans R.

Graphiquement, ceci signifie qu’en tout point (#,y) du plan,
I'équation différentielle indique la pente de la tangente de toute
courbe solution passant par ce point.

Le logiciel Maple permet de visualiser ce « champ de pentes » :
soit par exemple I'équation différentielle y' = —y +e " cos 10¢

(Doc. 3);

> f:=(t,y)->-y+texp(-t)*cos(10*t) ;
> dfieldplot(diff(y(t),t)
=f(t,y(t)),y(t),t=0..2,y=-0.07..0.1) ;

o1t 7NV VN2 TNV N 77—\ )\ \N\—"~
NV N 7T 7NV N 77—\ \N\—~
st / VLV N7/ NV N SN N
NV NZ T 7ZNVN =N\ \N—"—
IVVNZ7 T 7ZNVN7 7N\ \N—/"—
1l VVNZ T 7ZNVNZ 7 2NN NS
W4T I NVNZ T ZNNNZ 7 2NN NS —
VY N7Z T 7NVN/Z 77N \NN\"/—
o2t /N VN7 T /7N\NN/ZTT 7NN\ —
IS AINANINA S
0 T \Z \Z VO./ T v Vl\ 7 /\5‘1\///%
I B R N R B NN
I'NVVNTZ7 T 7NNNZ 77NN\~
b IV VN T T INANT TN 7
' NN\ T~ /S
E SNV N T 7INNNT T NN~/
I'NVNT T 7NN\ T 7N\~//7/7
006t 1\ VN7 T INNNT T INN\—~/]/
ITNVNT T 7NNNT T 7~N\—/7/
Doc. 3

Sous certaines conditions (qui sont réalisées en particulier pour les équations
linéaires), une condition initiale y(#)) = yo détermine une solution unique. On

peut imaginer qu’on liche un bouchon dans le courant figuré ci-dessus, et que

'équation différentielle permet de prévoir la trajectoire du bouchon.

Dans notre exemple, nous savons calculer la solution vérifiant la condition initiale

y(0) =0:

. s 7 > 2 . /
La solution générale de 'équation sans second membre 3y +y =0 est:

y(2) = Ce™!

La méthode de variation de la constante donne : C’(¢) = cos10#, d’ol :

1
C(t) = —sin10¢
10
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Equations différentielles linéaires
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La solution générale de I'équation donnée est donc :

FLOTE

wyl'=-ul + e Ycozi1o-t)
gii=n
y2'=
Hiz=

1
(1) = (10 sin10 ¢ + C') et

BT e e e e e e —
.-"' e T T
Sy h\h i

La condition initiale impose C =0, d’ou:

T, T m— e —

P M f&m'—uf.f'f'—u'—u'—uﬁfu—'

| 1
Nt y(2) = l—oe_t sin10 ¢

ERD AUTH DE

Sur Ll calculatrice, il suffit d’introduire la condition initiale :

il = 0.

Leonhard Euler, 1707-1783, qui a laissé
une ceuvre gigantesque en arithmétique,
géométrie et analyse

y

Doc. 6

Représentons cette fonction sur la figure précédente (Doc. 4) :
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Doc. 4

On vérifie qu’en tout point, la tangente 4 la courbe solution est bien celle qui est
déterminée par I'équation différentielle.

2.3 e Méthode d’Euler
L’étude précédente donne I'idée d’une méthode tres simple de résolution appro-
chée, qui est due & Leonhard Euler (vers 1750).

La méthode consiste & partir de # = #, et & avancer pas 2 pas, en évaluant la
solution aux points # = f#y + kb, pour k€N (Doc. 5).

Sile pas 4 estsuffisamment petit, on peut considérer que y(#,1) est approxima-
tivement égal 3 y(#;) + hy (), soit en tenant compte de I'équation différentielle

y(te) + hf (2, y(%)). Ceci revient a confondre sur U'intervalle [z, #,1] la courbe

et sa tangente (Doc. 6). Posons donc, pour tout 4 € N :

Tket = i+ B f (try 30)

La ligne polygonale joignant les points (#,y;) sera une approximation de la
courbe représentative de la solution.




Equations différentielles linéaires

Remarque : En principe, plus le pas est petit, plus la méthode est précise. Cependant,
si le pas est choisi trop petit, le nombre d’itérations pour atteindre un point fixé est trés
grand et les erreurs d arrondi accumulées pewvent nuire & la précision. Plusieurs essais
seront parfois nécessaires pour choisir un pas raisonnable.

APPLICATION 1

Mise en ceuvre de la méthode d’Euler avec MAPLE

Les erreurs sont importantes ; la solution approchée est
en retard par rapport a la solution exacte qu’elle « rat-
trape » parfois 2 la faveur des changements de concavité

(Doc. 7).

Recommengons avec un pas 4 = 0.02 (Doc. 8) :

Reprenons exemple précédent :

y +y=e " cosl0t
avec la condition initiale y(0) = 0, dont on connait
la solution exacte.

La procédure suivante trace 'approximation d’Euler
pour I'équation différentielle ' = £ (¢, ), avecle pas

h, la condition initiale y(#) = yo, jusqu’a la valeur 015 ; % k %; ;;k % s:‘;:§ Q s::i
3 AaaRE ==
1= ol ZV VN7 77NV N7/ —N N \N——
> Euler :=proc(f,h,t0,y0,t1) NN T T NV N NN
) ol e A=
> s :=NULL; wosh /2 WV N7 T 7N VN7 7NN N
>y :=y0; I VA R A VN 7NN N —
A IV N7 I/ NVN7 7N NN —
> for t from t0 to t1 by h do 7\\\/7/\\\/m\///
> s :=s,[t,y]; AN \»/77/\\\\///\\\//”/)
3 b I 0 Y 1\‘ l\‘s }7
2y i) RV NI
ot NVINNNE
> plot([s],t0..t1) ; CTIN I I INANT T INN=T T
> end ; INVNT T INNNT ] 7T~N\—/ 7/
Appliquons cette procédure  notre équation, avec un Doc. 8
pas h=0.1:
Puis avec un pas » = 0.01 (Doc. 9) :
> £ :=(t,y)->-y+exp(-t)*cos(10*t) ;
> pl :=Euler(£,0.1,0,0,2) : 0151 7 L LN /7 0L N\ ——
> p2 :=plot(t->exp(-t)*sin(10%t)/10,0..2) /R E R SR Nt AN
> with(plots) IVVNZ7 77NV N7 — N\ N
; . ol ZVVNZ 77NNV N7 —N N N
> display(pl,p2) ; AN LN7 TN VN 7NN N
VNZ 77N VN 7NN N—
e =T A A e
7 B A BN\ RSN 10 A DA B N SN A NN
AR AR BN\ W N7 TANIN TN
TNV 12V INZ 72NN NN 7 NN T AN
TRV NS AN
AR N NN F R N PN AN S
oust 7 WAV ST AN Y SNy INW 7T 7NN 17NN
B ITRIEAY 28 NS RNt INVINT T 7INANT TSNS
AANNEAT AR NS A NNt B B VA I ANEIN A AN
7NVN 7 77 NN\ 7 7NN\~ 24 INVNT T 7INNNT ] 7~N\—/7/
AR AR N RN .9
AINY//AN i\ité/} NN
INVWNY T 7INNNXT 7 /NN~ ]~
o ; k % \ ; ; ;s QQ? ; ?ii:; ?; La réduction du pas améliore considérablement la pré-
ITNVNT T 7INNNT T 7NN\—~/ 7/ cision.

~N

Doc.




Equations différentielles linéaires

1 Fer 13 ] FEw T _FE™ [F7 ]

}' ?,‘ L. Tr&nnrn FOREATE . {i EF_

1o | Goorginmtes. . mETs |

— Bride.ens.. B —

» = W PEsaine corder: OFF» =

} - \:_ E?E;giéﬁ "Mefhad ﬁ"f: - S.ur la T¥92+/Voyage 200, le tracé d’une solutiorT uti-
frina | e A RS Sl |- lise précisément la méthode d’Euler, ou une variante
fo Enter=SAUE) CESCoRANCELY /.. - . plus sophistiquée : la méthode de Runge-Kutta. Le
ﬁrﬂu AL fm{uurnHH e ——— pas est donné dans la variable #szep.
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) Equations linéaires du second ordre a
coefficients constants

L’équation différentielle :
ay' +by +cy=d) (1)

ol a, b, c sont des constantes, réelles ou complexes (2 # 0), et d une
fonction continue de R dans C, est appelée équation différentielle linéaire du
second ordre a coefficients constants.

3.1 e Structure des solutions

Théoréeme 3

La solution générale de I'équation différentielle linéaire du second ordre :
ay' +by +cy=4d@) (1)

est la somme d’une solution particuli¢re de (1) et de la solution générale de
Iéquation sans second membre associée :

/1)/”+19)/'+cy:0 (2

\

La démonstration est exactement la méme que pour le premier ordre.

3.2 e Résolution de I’équation sans second membre

ay"+by +cy=0 2
3.1 ¢ Solutions complexes
Cherchons des solutions complexes exponentielles : y = ¢* ot 4 € C.
Onaalors: y' = 2e* et y' = A%¢*. Dou:
ay" +by +cy= (a2? + bA + o)e™

At

Donc y = ¢ est solution de I'équation (2) si et seulement si :

a2? + b+ c=0 (équation caractéristique)




Equations différentielles linéaires

Pour résoudre cette équation du second degré, on calcule son discriminant :
A = b* — 4ac. Distinguons deux cas :

o Si A # 0, Iéquation caractéristique a deux racines complexes distinctes 2; et

At

Ay. Les fonctions y; = M et 52 = €' sont solutions de I'équation (2). Toute

combinaison linéaire de ces deux fonctions a coefficients complexes est encore
solution.

Réciproquement, soit une solution quelconque de I’équation (2), posons
q J q q q

y=2z ¢M*. Lafonction z est deux fois dérivable sur R et :

y' = (' + L2 et )/” ="+ 247 + l%z)el"

ay" +by +cy= (az” + Qary + b)Z + (@A} + bAy + c)z)e’l" =0

20h +b=a(ly — X)) et adi+bli+c=0
Dot :
" /
Z'+ (M1 — )7 =0

Clest une équation différentielle linéaire du premier ordre en z’. On a donc

SuCCeSSi vement :
12 —
;(e(lz At

z =
z= ey
y= Clellt + Czelzt (C], Cz) S (CZ

L’ensemble des solutions de I'équation (2) est donc I'ensemble des combinaisons

linéaires A coefficients complexes des deux fonctions exponentielles y, = ¢’ et

_)/2 = Clzt.

e Si A = 0, I'équation caractéristique a une racine double 1y = 24 La
a

Aot

fonction yy = €™ est solution de I'équation (2). Soit y une fonction deux fois

dérivable sur R, et z la fonction définie par y = ze™’.

Le calcul précédent
montre que y est solution de I'équation (2) si et seulementsi z” = 0, c’est-a-dire
z = Cit + C,. Lensemble des solutions de (2) est 'ensemble des fonctions de la

forme :

y=(Cir+ G)e™ (G, C) € C?

3.2 ¢ Solutions réelles quand (a, b, ¢) ¢ R?

Si les coefficients de I'équation différentielle sont réels et que 'on cherche les
solutions réelles, on est amené a distinguer trois cas :

e Si A > 0, les racines 4; et A, de I'équation caractéristique sont réelles.
L’ensemble des solutions réelles de 'équation (2) est 'ensemble des combinaisons
linéaires a coefficients réels des fonctions exponentielles y; = M et )= e,

y =G+ G (G, C) € R?

e Si A =0, laracine double 1y de I'’équation caractéristique est réelle. L’en-
semble des solutions réelles de I'équation (2) est 'ensemble des combinaisons

linéaires A coefficients réels des fonctions yo = €'’ et #yy = re".

y= (Clt + Cz) Clot (Cl, Cz) (S RZ




Equations différentielles linéaires

e Si A <0, lesracines 4; et A, de I'équation caractéristique sont non réelles
et conjuguées I'une de l'autre. Ecrivons-les : 41 = o+ iB et Ay = a — iff avec
(a, B) € R%. Une solution réelle de I'équation (2) est de la forme :

y=K Pt LK e avee Ky =K,
Clest-a-dire :
y=e" (](1 (cos Bt + i sin Bt) + K (cos Bt — isin ﬂt))
soit :
y=e" ((1(1 + Kj) cos Bt + i(K; — Kj) sinﬁt)

Les constantes C; = Kj + K; et C, = i(K; — K;) sont réelles. D’our :
y=¢e"(Cicospt+ CysinBr) (Cp,C) € R?

L’ensemble des solutions réelles de 'équation (2) est 'ensemble des combinaisons
linéaires a coefficients réels des fonctions y; = €™ cos Bt et y, = € sin fBt.

7

En résumé, I'ensemble E des solutions réelles de ’équation (2) est dans tous
q
les cas 'ensemble des combinaisons linéaires de deux solutions y; et y,, non
Y )25
proportionnelles. Cette structure fait penser a celle de 'ensemble des vecteurs d’un
plan, combinaisons linéaires de deux vecteurs de base non colinéaires. On dit que
E est un espace vectoriel de dimension 2, et que (y1,7;) est une base de £ (voir
le chapitre 23 : Dimension des espaces vectoriels).
p

Tableau récapitulatif :

A = b* — 4ac racines base solution générale
A>0 M # A (eM* | eM) CieMt + Cyet
A=0 o (ret | e e (C £+ Cy)
A<O o+if, o — i | (¥ cosPBt, e sinpPt) | e (C; cos Bt + C, sin Bt)

(a, B) € R?
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3.3 ¢ Résolution de I'équation avec second membre
de la forme P(t)e™

Nous chercherons a résoudre I'équation compléte uniquement lorsque le second
membre est de la forme P(¢)e” ou P est un polynéme et m un complexe
donné.

ay'+by +cy=P@)e” 1)

Remarque : Le principe de superposition s applique encore, c est-a-dire que si le second
membre est la somme de deux fonctions de ce type, il suffira d'ajouter les solutions
correspondantes.




Equations différentielles linéaires

Nous savons que la solution générale de (1) est la somme d’une solution particulitre
et de la solution générale de I'équation sans second membre (2), que nous avons
étudiée dans le paragraphe précédent.

L’idée est de chercher une solution particuliere de la méme forme que le second
membre, cest-a-dire y = Q(#) €™, ol Q est un polyndme a déterminer.

y=Q[e"
y =@ + mQ@)e™
y” =[Q" () +2mQ(¢) + m2Q(t)]eW
D’ou:
ay' +by +cy=1aQ"(®) + Qam+ b Q' (2) + (am® + bm + ) Q(2)]e™.
y est solution de I'équation (1) si et seulement si :

a Q" (&) + Qam + b)Q'(¢) + (am* + bm + 0)Q(¢) = P(2)

o Si am’ + bm+c # 0, on cherchera  'aide de coefficients indéterminés un
polyndme Q de méme degré que P.

.S am* +bm+c=0
! 2am+ b # 0

caractéristique), on devra chercher un polynéme Q de degré deg(P) + 1

(Cest-a-diresi 7 estune racine simple de 'équation

vérifiant :
aQ" @) + Qam + b)Q' () = P(z).
Si { am® + bm+c =0
2am+ b= 0
ractéristique), on devra chercher un polynéme Q de degré deg(P)+2 vérifiant
2 Q" (¢) = P(¢) (onl'obtient dans ce cas par deux intégrations successives).

(Cest-a-diresi 7 est racine double de I'équation ca-

Exemple :

1)y +y=1re

L’équation caractéristique est A*+ 1 = 0. La solution générale de I’équation sans
second membre est y = Cj cos  + C; sin £.

On cherche une solution particuliere de la forme y = Q(#) €',

Jy =1R®+Q0e
) =10 +2Q () + Qe
||71E|FI1-£§EP3 I:F.s'agfrn:,TEItfPI!u‘:Er-r‘-TF"r*F-5|5r~1IIIITElne-F.E'lEr::r Upﬁ J/” +y = [Q”(t) + ZQI(t) +2Q()] e = ¢te

Comme m = 1 n’est pas racine de I'équation caractéristique,

on cherche Q tel que degQ =deglP =1
Posons Q@) =at+b; Q(t)=a; Q') =0.

On doit avoir :

ldeSDlue[u' : +'=|=t-et’,t,'=l:|

s it o b
g=E1-505(tj+E2-5inEtj+% 20+ 2at+b) =t
desolve{y" "+y=te™{td £t . yd soit : a= 1 i b= !
MAlIM EAD AUTO 1] 14%0 2 2

En définitive :

1 1
yz(zt—2)6t+C1cost+Czsint on (C,GC) € R~
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Equations différentielles linéaires

2) ¥/ +y=cost

L’équation sans second membre est la méme. Le second membre est la partie réelle
de €”. Cherchons une solution particuliére complexe de la forme y = Q() ",
dont on calculera ensuite la partie réelle.

7y = Q)"
' = [Q (1) +iQ()] €
Y = 1Q"() +2iQ (1) — Q)] "
Vv =[Q (1) +2iQ (] " ="

m = i érant racine simple de I'équation caractéristique, on cherche Q tel que

degQ =degP+1=1:

=
o

[ 1 aeira|c o et her JPran 10lc1 emn Ug| | dia=1, soit a=-—.

BeSoluely' ' +y=cos(h), b,
y=[Bl +1-2)-cos(t) +[% + EZ]-Ein(t)

desoluety t.wd

'"+y=cpst),
A0 AUTO OE

1/z0

Posons , g
Qe)=at+b; QW) =a; Q'()=0.
On obtient : )
i
Une solution particuliere complexe est donc :
i o, ot it
y=——te’ = —sint— — cost
2 2 2

La solution générale réelle est :

t . .
Y= ismt+ Cicost+ Cysint

Remarque : On a choisi b= 0 pour obtenir une solution particuliere. On aurait pu
choisir pour b une valeur quelconque, que ['on retrouve dans la constante C,.

t

3) ' +2) +y=¢"
L équation caractéristique est A*+24+1 = 0; elle admet une racine double —1.
La solution générale de I'équation sans second membre est y = (Cyz + Cy)e™".
Cherchons une solution particuliere de la forme y = Q(¢)e™".

7= Q)"
y =1Q'(1) — Q)]e*
J'=1Q"(®) —2Q'(®) + Q(]e™*

t

D’our:
Y +2) +y=Q"(t)e " =~

m = —1 étant racine double de I'équation caractéristique, on

|viﬂ|F|1;é-EPaTEFangTD{ﬁ;PTPFngmIDTEleFaEr: Upﬁ cherche Q tel que degQ = degP+2=2. Q"(#) =1 on

moesoluely 42y wy=e R g, )

peut choisir : »
QA= Qv=-

Une solution particuliere de 'équation différentielle est donc :
2

z —t
t’—+l23-t+|24]-.5~'t y=5¢ -
soluely' "+2u  ty=cr 0t L, u)d La solution générale est :

#? 7
1750 y= Ee_’+(C1t+C2)C_[: (5 + Cit+ Cz) e !

Remarque : Ici encore, on a choisi nuls les coefficients de degré 1 et 0 du polyndéme Q.
On aurait pu choisir un couple quelconque (Cy, Cy).
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APPLICATION 2

Oscillateur amorti

On rencontre fréquemment en physique des systémes obéis-
sant & une équation différentielle du type :

¥ 42k + gy = oir  (k, w9, 0) € Rfa
Ici, lavariable t représente le temps; wq est la pulsation

propre du systéme, ® est la pulsation de la sollicitation
extérieure et k est le coefficient d amortissement.

On ne s'intéressera pas i la solution de ['équation sans
second membre, qui comporte un facteur en e ¥, et qui
tend donc rapidement vers 0 quand t tendvers +oo (cest
ce qu'on appelle le régime transitoire). Il existe une solu-
tion particuliére de la forme ae (a € C) (régime
permanent), et on veut étudier le module et l'argument
de a, qui représentent 'amplitude et le déphasage de la

« réponse » du systeme.

1 2 iot

ot y' = —aw’e

/ .
y = ae y = aiwe’™”

y est solution de I'équation différentielle si et seule-
ment si :
—aw® + 2aiok + av} = 1

Cest-a-dire :

Sion pose a = Ae”

1
A=
\/(w% — 0?)? + 4w’ k?
et
. 20k
ang = ———
¢ w? — w}

Les courbes suivantes (Doc. 10 et Doc. 11) représentent
les variations de 4 et ¢ en fonction de ®y pour

® = 2 et diverses valeurs du coefficient d’amortisse-
ment 4. On observe pour wy = @ un maximum
de I'amplitude A, qui correspond au phénomene de
résonance. Ce maximum est d’autant plus élevé que

% est faible.

AN
0.5

0,44
0,34
0,21

0,14

2y

N

sy

i
2
(0]

Doc. 11
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Equations différentielles linéaires

3.4 ¢ Conditions initiales

Théoreme 4

L’équation différentielle @y +by"+cy = d(#) posséde une solution et une seule
vérifiant la condition initiale : y(z) = yo ; ¥ () = 7).

Démonstration

Reprenons les deux cas qui se présentent dans la résolution dans C de I'équation
sans second membre :

1) A# 0. Lasolution générale est de la forme :
y =1+ Ce" + G’
On cherche des constantes C; et C, vérifiant :
Cre"™ + Ce™™ =y — (1)
Cia "™ + Crage™™ =y — 51 (1)

I s’agit d’un systéme linéaire de deux équations a deux inconnues. Son déterminant

est: 2 2
5 1% e 2%

_ _ _ (A1+22)10
D=1 g | =R e 70

Le systéme admet donc une solution unique.

2) A =0. Lasolution générale est de la forme :

y=n+0C reMt 4 Cze)”"t

Aoto

Citge!™ + G = y5 — y1(1)

Aok Aot / /
C](l + lol’())e 0% 4 Czﬂ,oe 0% =Jo— N (t())
Aoty e/loto

Le systeme devient :

: foe 2ot
Son déterminantest: D = . 5 = - £0
(1 + /’Lot())e ok A€ 0%

Le systéme a encore une solution unique.

Exemple : Résoudre |'équation différentielle y”+2y'+5y = cos ¢, avecla condition
initiale y(0) =1, y(0) = 0.

L’équation caractéristique est : A* + 24+ 5 = 0. Elle a deux solutions complexes
conjuguées: —1+2i et —1 —2i. Lasolution générale de 'équation sans second
membre s’écrit : y = e~ *(Cy cos 2¢ + C, sin 2¢).

On cherche une solution particuliere y; de la forme Re (Q(#) ), ol Q est
un polyndéme complexe constant, Cest-a-dire : y; = acost + bsinz avec a et b

réels.
y1 = acost+bsint
yy = —asint+ beost
9/ = —acost— bsint
d’oti : g + 291 + 50 = (4a+2b) cost + (—2a + 4b) sin t.
it P S . . 4a+26=1
y1 vérifie 'équation différentielle si et seulement si { o db—0
S 1 1 1 1 .
cest-a-dire u = -, b= —: y; = —cost+ —sinz.
5 10 5 10
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La solution générale de I'équation est donc :

1 1
y = gcost+ Esint+e7t(C1 cos 2t + Cy sin 2¢)

(FL T Few |_F% Fu FEx |_FG* |F7 Tra ]
- E Soom|Trace |Regraph|fath Dr‘awT:r p‘-'?? IC On obtient :

1 1
(0) = 5 +C et }/(0) = 0 Ci+2GC,.

m f"_"\l‘\\‘
e S - 4 7

La condition initiale est vérifiée pour C; = 5 et G = —.

20
D’ou en définitive :
FAIH FAT_ALTE BE
1 . —: 7 .
Représentons graphiquement la solution avec la T Voyage Y= ZCOst+ —sint+e < cos2t + ——sin2¢
200 : 5 10 5 20

On observe que le deuxieéme terme, majoré en valeur absolue par e *, devient
q s

trés vite trés petit; & partir de # = 3, la solution est quasiment confondue avec la

. C 1 1. L. L. ,
solution particuliere y; = — cosz + 0 sin#, périodique de période 27 : Clest le

régime permanent. Sur intervalle [0, 3], la solution est plus chaotique : Cest le
régime transitoire.

QPour sentratner : ex. 7 a 9)

. METHODE M

mm Pour résoudre une équation différentielle linéaire du premier ordre :

o sans second membre j' + 2(#)y = 0, on calcule une primitive 4 de la fonction «; I'ensemble des solutions
est :

y(2) = Ce 40

o avec second membre j' + a(t)y = b(#), on ajoute une solution particuliere y; et la solution générale de
I'équation sans second membre :

—Alz
y(2) = y1(2) + Ce ®)
Pour obtenir la solution particuliere y;, on peut:
— chercher une solution évidente ;

— utiliser la méthode de la variation de la constante, c’est-a-dire chercher une solution de la forme

y1(8) = Clr)e™®.

mm Pour résoudre une équation différentielle linéaire du second ordre 4 coefficients constants :

o sans second membre 2y’ + by’ + ¢y = 0, on résout 'équation caractéristique @A® + bA + ¢ = 0; si cette
équation possede :

— deux racines réelles 1; et Ay, lasolution générale de I'équation différentielle est :

y = CreM + Gyt
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Equations différentielles linéaires

— une racine réelle double 2, la solution générale de I'équation différentielle est :
y = C1e 4 Cyr e’
— deux racines complexes conjuguées o + i et o — i, la solution générale de I'équation différentielle est :
y = €% (Cy cos Bt + C, sin fr)

o avec second membre de la forme P(¢)e”™, ot P est un polynéme et m € C, on ajoute une solution
particuliere y; et la solution générale de I'équation sans second membre :

(@) = (2 + CieM + Gyt

La solution particuliere y; sera cherchée sous la forme y;(2) = Q(#)e”, ol Q est un polynoéme :
— de méme degré que P si m n’est pas racine de 'équation caractéristique
— de degré degP + 1 si m est racine simple de I'équation caractéristique ;

7

— de degré degP +2 si m est racine double de I'équation caractéristique.

SYSTEME DIFFERENTIEL
Deux masses identiques sont reliées & deux points fixes et entre elles, par trois ressorts de méme raideur.

X1 X2
my ny

On admet que les abscisses x1 et x; des deux masses, repérées par rapport & leur position d’équilibre respective, sont, en
Jonction du temps t, solutions du systéme différentiel :

X (8) = —2x1(2) + x2(2)

x5 (1) = xi(t) — 2x,(¢)
(des unités convenables ayant éré choisies).

@ On pose :
_M (1) — x2(2) et a(t) = x1(2) + x2(2)

e 2 2

Etablir une équation différentielle vérifiée par y(t) et une équation différentielle vérifice par z(¢). Résoudre ces équations

différentielles.




Equations différentielles linéaires

@D En déduire les fonctions x1(t) et x2(t) avec les conditions initiales :

x1(0)=0;x(0)=0; x0)=1;x0) =0

Ces fonctions sont-elles périodiques ?

Conseils

Effectuer des combinaisons linéaires des
deux équations du systeme.

On peut exprimer x; et x; comme
combinaisons linéaires de y et z.

Les périodes des fonctions y et z n'ont
pas de multiple commun, ce qui permet
de supposer que x; et x; nesont pas pé-
riodiques. Le démontrer rigoureusement
en raisonnant par absurde.

Solution

1) En retranchant puis en ajoutant membre & membre les deux équations
du systeme, on obtient :

2y (2) = =31 () + 3x2 (1) = —6y(2)
27" (1) = —x1(8) — x2(8) = —22(2)

La fonction y est donc solution de I’équation différentielle y” + 3y = 0,

et la fonction z est solution de 2"’ + z = 0. 1l existe donc des constantes
Ay, A, By, B, telles que :

y(2) = A cos V3t + Ay sin /3¢
{ z(t) = By cost + Bysint
2) On en déduit :
x1() = y() + 2(2)
= Aj cos \/§t+A2 sin /3¢ + Bjcost+ Bysint
x(t) = —y(2) + 2(2)
= —Aj cos V3t — Ay sin V3t + Bjicost+ B;sint

Les conditions initiales permettent de déterminer les constantes A;, A,
Bl, Bz :

x1(0) =0 Ar+B =0

% (0) =0 V34, + B, =0
A

x'z(O) =1 —A1 +Bl =1

%5(0) = 0 —\V3A4,+B, =0

1 1
<~ (A17A27BlaB2)= (2707250>

D ou en defllllthe .
X (t) 2 Ccos \/gt 2 cost

1 1
x(t) = > cos V3t + 3 cost

Ces fonctions sont combinaisons linéaires de fonctions périodiques de

. . 2m , _—
périodes respectives /3 et 27, dontlequotientestirrationnel. Montrons

que les fonctions x; et x; ne sont pas périodiques. Supposons qu’il existe
un réel non nul 7" tel que pour tout x € R,

x1(t+ T) = x1(¢), Cest-a-dire:

—cosV3(t+ T)+cos(t+ T) = — cos /3¢t + cos t



L’ensemble des fonctions périodiques
n’est donc pas stable par combinaison li-
néaire.

Equations différentielles linéaires

En dérivant deux fois cette égalité, on obtient :
3cosV3(t+ T)—cos(t+ T) = 3cos /3t — cos t

En ajoutant membre & membre ces deux égalités et en divisant par 2 :

cos V3(t+ T) = cos V3t

d’ot1 'on tire :
cos(t+ T) = cost

2m
T doit donc étre un multiple entier de 73 et de 27, ce qui est

impossible car V/3 est irrationnel.

Les solutions, bien que combinaisons linéaires de deux fonctions pério-
diques, ne sont pas périodiques. Le systtme des deux masses ne repasse
jamais par le méme état de position et de vitesse.




&D vrai ou faux?

a) x — ¢" est I'unique fonction dérivable sur R égale a

sa dérivée et prenant la valeur 1 en 0.

b) La somme de deux solutions de I'équation différentielle
q

y' +a(t)y = 0 est encore solution de cette équation.

¢) Le produit de deux solutions de I'équation différentielle

y' +a(t)y = 0 est encore solution de cette équation.

d) Toute solution de I'équation différentielle ' + a(t)y =
b(t) peut étre obtenue & partir d’une solution particu-
liere en ajoutant une solution quelconque de I'équation
¥ +a(t)y =0.

e) La méthode d’Euler donne la solution exacte d’une équa-
tion différentielle linéaire vérifiant une condition initiale.
f) Si équation aA” + b2 + ¢ = 0 a un discriminant stric-
tement négatif, 'équation différentielle ay” + éy' +¢g=0
n’a pas de solutions réelles.

g) L'équation différentielle @y’ + by + ¢y = f(¢) a une
unique solution vérifiant la condition initiale y(0) = 0.

Equations linéaires
du premier ordre

0 Résoudre les équations différentielles suivantes, en
cherchant d’abord une solution évidente :

a) ) +y = cosx +sinx;
b)Y — 2xy = shx — 2xchx;

c) y' +y sinx = sin 2x.

9 Résoudre les équations différentielles suivantes sur
des intervalles que 'on précisera. Recoller les solutions aux
points critiques. Discuter I'existence et I'unicité d’une solu-
tion vérifiant une condition initiale du type y(xo) = yo.

/ . .
a)y COSX + ) SINX = COSX + X SINX

b)xzy'—y:(xz—l)e";

c)x)//—2y=x3;
d) xy' +y = Arctan x;
ey cos” x —y ="

6 Soit I'équation différentielle :

(x+l)_y'+xy=x2—x+1

1) Trouver une solution polynomiale.

2) En déduire 'ensemble des solutions sur R.

3) Déterminer la solution vérifiant la condition initiale
y(1) = 1.

6 Résoudre sur ]0, +eo[ I'équation différentielle :
2y vy =
(On fera apparaitre une intégrale que l'on ne cherchera pas i

calculer.)
Déterminer une solution prolongeable par continuité en 0.

0 Résoudre I'équation différentielle :
x(x— 1)y = Bx— 1)y +x%(x+ 1) =0

Etudier les raccordements possibles des solutions en 0 et 1.

Equations linéaires du second ordre
a coefficients constants

6 Résoudre les équations différentielles suivantes, avec
les conditions initiales données :

y0)=0 y(©0)=0

y1)=0 y(1)=0

y(0) =1 y/(0)=0
y(g)ZO )/'(7—;)20

)y +9y=x"+1

b) )" — 3y +2y =xé*
Q4" +4) +y= e 2
d) ' —2y +2y=¢e"sinx

8 Déterminer 'ensemble des fonctions [ dérivables
sur R telles que :

Vx € R f’ (x) = f(—x)

0 Résoudre I'équation différentielle :
Y =24y +y=¢"

en discutant suivant les valeurs du parametre réel 4.

Exercice pOSé aux oraux des concours
d® (x 2006)
Déterminer les fonctions y de C*(R) telles que:
y/ y:/ )//
yo oy =0
y oy oy



Géométrie
élémentaire

du plan

INTRODUCTION

o Réviser les notions de géométrie
plane étudiées jusqu’en Termi-
nale.

o Introduire des outils nouveaux :
déterminant, coordonnées po-
laires.

o Préparer le cours d’algebre li-
néaire en donnant un premier

exemple d’espace vectoriel.
p p

a géométrie plane, l'une des plus anciennes
L branches des mathématiques, a longtemps do-
miné leur enseignement. Trop vite considérée comme
démodeée, elle n'a pourtant rien perdu de ses vertus
Jformatrices. Réserve inépuisable de problemes, parfois
ardus, elle peut servir de modeéle & beaucoup d autres
théories mathématiques. Une « vision géométrique »
aidera les étudiants dans tous les chapitres.




Géométrie élémentaire du plan

) Modes de repérage dans le plan

1.1 Repeére cartésien

Un repere cartésien du plan estla donnée d’un point O appelé origine du repere
et de deux vecteurs non colinéaires 7" et j, appelés vecteurs de base. On note le
repere (O,7,7). Le couple (7,7) est une base de I'ensemble des vecteurs du plan.

Les droites passant par O de vecteurs directeurs respectifs 7 et ; sont appelées
axes du repere, et notées (Ox) et (Oy) (Doc. 1).

Erant donné un vecteur # quelconque du plan, soit #; le projeté de # sur (Ox)
parallelement & (Oy), et i, le projeté de # sur (Oy) parallelement & (Ox).
Ona: # =i + 4. Comme #; estcolinéaired 7 et #, colinéaire 2 ], il existe
des réels x et y tels que:

=x7+ yf

Le couple (x,y) est umque en effet, supposons que : = xi+ yf =x7+ )/7,
alors: (x—x)7=(/ }/)j ; comme 7 et j nesont pas colmealres, cette égalité
entraine: x —x’ =0 et y —y =0, Cest-a-dire x =x" et y=y'.

»
»
X

. Les réels x et y sont appelés coordonnées de # dans la base (7, 7).
Doc. 1 Décomposition d’un vecteur. v PP ( 7])

Etant donné un pomt M quelconque du plan, on apPelle coordonnées de M

dans le repere (O, 7, ]) les coordonnées du vecteur OM dans la base (7, ])
— o
OM = x7+yj
Remarque : En géométrie plane, la méthode analytique consiste & exprimer toutes les

propriétés des points par des relations algébriques entre leurs coordonnées. Les calculs
peuvent étre grandement facilités par le choix judicieux d’un repére. Par exemple, dans

un probleme portant sur un triangle (ABC), on pourra choisir le repere (A, AB , AC ).
&Pour S'entrainer : ex. 2)

1.2 @ Repére orthonormal. Orientation

Si les vecteurs de base du repére sont unitaires et orthogonaux, le repere est dit
YA orthonormal (Doc. 2) :

I7lI=1 5 ljl=1 5 7-j=0

J Remarque : Nous verrons plus loin que les coordonnées dans un repére orthonormal
permettent une expression particulierement simple du produit scalaire de deux vecteurs
et de la norme d’un vecteur. En conséquence, on emploiera de préférence ce type de
repere dans toutes les questions faisant intervenir des distances et des angles.

-

»
>
1

=y

0 Nous admettrons que deux reperes orthonormaux sont toujours image 'un de

lautre par un déplacement du plan (translation ou rotation), ou par un anti-
Doc. 2 Repere orthonormal. déplacement (composée d’une symétrie axiale et d’'un déplacement). On dit que
les deux reperes ont la méme orientation s’il sagit d’'un déplacement, ou une
orientation contraire §'il s’agit d’un antidéplacement. Il y a donc deux classes
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=

-
1

Doc. 3 Sens trigonométrique.

Géométrie élémentaire du plan

de reperes orthonormaux. Orienter le plan, Cest choisir 'une des classes, dont
les éléments seront appelés reperes orthonormaux directs, les autres étant dits
rétrogrades (les rétrogrades, cC’est toujours les autres!).

Il n’existe aucun critere mathématique pour privilégier une orientation plut6t
qu’une autre ; ce choix ne peut étre qu’arbitraire. En général, on convient de dire
que le repere (0,7,7) est direct si I'on tourne de 7 vers ; dans le sens « tri-
gonométrique », c’est-a-dire le sens contraire des aiguilles d’'une montre (Doc. 3).
(Quest-ce qu’'une montre? Qu’est-ce qui empéche de fabriquer une montre qui
tourne dans I'autre sens ?)

Le plan étant orienté, le choix d’un repére orthonormal direct permet d’identifier
le plan 4 Pensemble des nombres complexes C : le point M (ou le vecteur #)
de coordonnées (x,y) est représenté par le nombre complexe z = x + 7y. Cette
identification permet de traiter certaines questions de géométrie plane a l'aide des
nombres complexes, ou inversement certaines questions portant sur les nombres
complexes par des méthodes géométriques.

1.3 ¢ Changement de repére

-/

. - R . ;. / / >
Soit R = (O,7,j) un premier repere cartésien, et R = (O',7",7) un nouveau

repere, donné par :
— o , o - o
00 ——a7+19j 5 =ai+fj 5 j =yi+dj

Soit M un point du plan de coordonnées (x,y) dans le repere R et (x,y")
dans le repere R'. On peut écrire :

N —_— —
OM = 00 +0'M

x7+y] = (@i+b)+x7 +y7
VJ j Vi

x?+yf = (a7+ b]) +x (a7 + Bj) +) i+ 5_7)
x7+yf = (a+vox +7))7T+ (b+px + 5)//);
D’ou, d’apres 'unicité des coordonnées d’un point :
x=a+ax +yy
y=0b+Bx +8

Ces formules sont appelées formules de changement de repere. On remarque
quelles donnent les anciennes coordonnées en fonction des nouvelles; c’est bien
ainsi qu’on en a besoin, pour transformer par exemple I'équation cartésienne d’un
ensemble de points dans I'ancien repére en une équation dans le nouveau repere.




Géométrie élémentaire du plan

APPLICATION 1

Reconnaitre un ensemble de points

Le plan est rapporté & un repére (O,7,7). Soit E ce qui équivaut a: 18x"y = 0, Cest-a-dire ' = 0

Lensemble des points de coordonnées (x,y) tels que : ou y =0.

x — xy — 2}/2 +4x—2y+4=0. L’ensemble E est donc la réunion des droites (AB)
Reconnaitre l'ensemble E  grice & un changement de et (AC) (Doc. 4).

repére. Tracer E. 2

L’ensemble £ coupel'axe Ox en A(—2,0), etlaxe

Oy en B(0,1) et C(0,—2). Considérons le repere
—_— — — - -

R = (A,AB,AC), ou: OA = =27, AB = 2i+]

— =

et AC = 27— 2. Pour tout point M du plan de

coordonnées (v,y) dans le repere R et (x',5') dans

le repere R', on peut écrire :

x?+y]_"= —27+ x’(27+_7) +y/ (27— 2_7)
x7+y]_": Qx' +2) —2)7+ (' — 2}/)]_"
D’oui, d’apres 'unicité des coordonnées d’un point :

{x:2x’+2y’—2

y=+ -2
L’équation de I'ensemble E dans le repere R’ est
donc: 3
2 +2y — 22 — (2 + 2y —2)(x" —2y) Doc. 4

— 2 —2)) 242 +2) —2) —2(x' —2))+4 =0

1.4 ¢ Repére polaire. Coordonnées polaires

Le plan étant orienté, soit R = (O, 7,/) un repere orthonormal direct. Pour tout
réel 0, on définit les vecteurs :

- { #0) = cosO 7+ sin@f

7(6) = —sin6 7 + cos 9;

Le repere (O, #(6), #(6)) est 'image du repere (O, 7,]) par la rotation de centre
O dangle 6 : il est encore orthonormal direct. On l'appelle repere polaire
attaché au réel 6 (Doc. 5).

Doc. 5 Repere polaire.

Remarque : En utilisant lidentification entre vecteurs ex nombres complexes évoquée
plus haut, on peut écrive : 4(0) = e ot 7(0) = ie”.

Pour tout point M du plan, il existe des réels » et 0 tels que OM = r #@6). On
ditque (7,6) estun couple de coordonnées polaires du point M. On remarque

que | 7| estladistance OM, etque @ est une mesure del’angle (7, W) modulo

m (Doc. 6).
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2

Doc. 6 Casol 7 est négatif.

-
v(6,) 7(9“)

D R

=V

Doc. 7 Représentation polaire d’'une

droite.

Q
6

1

Doc. 8 Représentation polaire d'un

cercle.

<Y

Géométrie élémentaire du plan

Attention : Contrairement aux coordonnées cartésiennes, les coordonnées
polaires d’un point ne sont pas uniques :
o Pourlorigine O, =10, mais 6 est quelconque.

o Le point M de coordonnées polaires (r,0) aaussi pour coordonnées polaires
(r,0 +27) et (—r,0 + m). L’ensemble des couples de coordonnées polaires de
M, distinct de l'origine, est : {((—1)/" r,0+ /en) , kEZL}.

Remarque : En physique, on considere en général gue r = OM, c'est-a-dire que r
ystq & q ) q

est nécessairement positif- Nous verrons cependant qu’il est souvent pratique d'utiliser
des coordonnées polaires oir v peut étre de signe quelconque.

On peut facilement exprimer les coordonnées cartésiennes d’un point en fonction
d’un couple de coordonnées polaires :
— — —
de OM =ri(6), on déduit x7+yj = r(cos® 7+sin0 ), d’olt, d’apres unicité
des coordonnées cartésiennes :
x =7 cos6
y=r7rsin6

1.5 ¢ Equation polaire d’une droite

Soit D une droite du plan. Notons 6y une mesure de 'angle que fait D avec
laxe Ox (6 estdéfinia kr pres) (Doc. 7).
—Si D passe par 'origine, une équation polaire de D est: 6 = 6.
—Si D ne passe pas par O, elle a pour équation y = y; dans le repére polaire
(0, (6y), ¥(6)), Cest-a-dire en coordonnées polaires : 7 sin(6 — 6y) = y9. Une
équation polaire de D est donc:
sin(6 - 90)
sin @ cos Oy
B

Cest-a-dire, en posant o = — , B=

Jo Jo

1

o cosf + Bsin6

Réciproquement, toute équation polaire de ce type représente une droite ne passant
pas par l'origine (on peut retrouver y, et 6y a partirde o et f).

1.6 ¢ Equation polaire d’un cercle passant par l'origine

Soit C le cercle de centre Q, de coordonnées polaires (6y, R), qui passe par

lorigine (Doc. 8).

Soit M un point quelconque de C, de coordonnées polaires (0, 7). Calculons
— ——

I'angle (OQ, OM) :

(09, 0M) = (7, 0M) — (7, 00) = 6 — 8,

Soit [ le milieu de [OM]; onadonc Of = R cos(6 — 6y), et par conséquent
OM = 2R cos(6 — 6p). Réciproquement, tout point M vérifiant cette relation
appartient au cercle C, qui a donc pour équation polaire :

r = 2R cos(@ — )
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Doc. 9 Produit scalaire.

=y

X

Doc. 10 Linéarité du produit scalaire
par rapport au deuxiéme vecteur.

Géométrie élémentaire du plan

Cest-a-dire, en posant o = 2Rcos6y, B = 2Rsin6
r = acosB + Bsin6

Réciproquement, toute équation polaire de ce type représente un cercle passant
par lorigine (on peut retrouver R et 6§y a partirde « et f3).

) Produit scalaire

2.1 Définition
On appelle produit scalaire de deux vecteurs # et 7, le réel :
i-7=[| @[] 7] cos(d7)

ol (#, ) représente'angle desvecteurs # et ¥ (dansle cas oti'un des vecteurs #
ou 7 estnul, cet angle peut étre choisi arbitrairement ; on a dans ce cas %-7 = 0).

2.2 o Interprétation en terme de projection

S_u_Pposons # et ¥ non nuls. Soit O,A4,B trois points tels que OA = ii et
OB = 7; soit H le projeté orthogonal de B sur la droite (OA) (Doc.9).

En orientant cette droite dans le sens du vecteur OA, ona: | % ||= OA et
| 7| cos(é,v) = OH ; dol:

ii-v= 0OA- OH

Bien entendu, cette relation reste vraie si I'un des vecteurs # ou # est nul.
Comme les deux vecteurs # et 7 jouent le méme rdle, on peut énoncer :

Le produit scalaire de deux vecteurs est le produit des mesures algébriques de
leurs projetés orthogonaux sur le support de 'un d’entre eux.
2.3 e Symétrie

Remarquons que pour tous vecteurs # et 7, cos(i, ) = cos(v,#), et par
conséquent :
Uu-v=uv-1u

On dit que le produit scalaire est symétrique.

2.4 ¢ Bilinéarité

Soit #, 7y et ¥, trois vecteurs, a et  deux réels (Doc. 10). Démontrons que :
ﬁ~(a§1+ﬂ§2):aﬁ'7/’1+ﬁﬁ'7/’2

S

X

cette égalité est évidente.

—

) .
1 b
- S, - u . e o

Si % # 0, considérons le vecteur 7= ﬂ (vecteur unitaire colinéaire 3 # de
i

. <. - ) T
méme sens), et le vecteur ; image de 7 par la rotation d’angle 2
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Labase (7,7) est orthonormale. Considérons les coordonnées des vecteurs i, o
et 7, dans cette base :

i=(x,0) o x=||d| ; v =010 ; =02,

Les coordonnées du vecteur a#; + 7, sontdonc: (ox; + Bxa, ay1 + Bya).
Appliquons le résultat du paragraphe 2.2, en projetant orthogonalement tous les

vecteurs sur le support de # :

ﬁ‘f_/’l:xxl

>

U-vy =xxy ; - (av) +Bth) = x(ax + Bx2)

ﬁ'(a§1+ﬂ;2):0617'171+ﬁ17'172

On dit que 'application ¥ +— 7 - ¥ est linéaire. Comme le produit scalaire est

symétrique, pour tout vecteur 7 fixé, I'application # +— 7 - 7 est également
Y

linéaire, c’est-a-dire que pour tous vecteurs #, 1,

(aﬁl+ﬁﬁz)-izai¢'1-z7+ﬁ 1727_/'

En définitive, on dit que le produit scalaire est bilinéaire.

APPLICATION 2

Ql’our s'entrainer ! ex. 3 & 4)

Linéarité d’une application; premiers exemples

Soit E I'ensemble des vecteurs du plan. On dit qu'une
application f de E dans E (ou dans R) est li-
néaire si pour tous vecteurs #, v de E et tous réels
o et f:

Flaii+ B9) = af @ + BF@)

Nous venons de rencontrer deux exemples avec
les applications ¥ +— #-7, #+ #-v de E dans R.
Donnons trois exemples d’applications linéaires de £
dans £ :

o L’homothétie vectorielle de rapport £ : i — kii;
elle est linéaire car : k(o + BV) = aki+ Bkuv.

o La projection sur la droite D parallélement a la
droite D', sécante avec D en O. En choisissant
un repere (O, 7,]) ol 7,] sont des vecteurs direc-
teurs respectifs de D et D', I'image du vecteur

i = x7+yj est xi. On vérifie facilement que
cette application est linéaire.

e La rotation vectorielle d’angle ®; a tout
vecteur # d’affixe z = re”, elle associe le vecteur
d’affixe 2/ = re™®® = ¢4, Elle est linéaire car :

laz +Bm) =ae®z + fe 2

Il est clair que la composée de deux applications
linéaires est linéaire : par exemple, une similitude
directe vectorielle, composée d’une rotation et d’une
homothétie vectorielles, est linéaire.

La notion d’application linéaire est extrémement im-
portante. Nous 'étudierons de fagon plus approfondie
dans le chapitre 12 : Espaces vectoriels.
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2.5 o Expression dans une base orthonormale

Soit (7,7) une base orthonormale, #, 7 deux vecteurs de coordonnées respec-
tives : (x,9) et (x',y). Calculons le produit scalaire de % et 7 :

i-v=x7+y) &7+
On peut développer en utilisant la bilinéarité du produit scalaire :

/

[ /] - 7
U-vV=Xxx 1-]+yx
J

_—
7-7+Xxy

Comme la base est orthonormale, 7-7=1

On en déduit 'expression de la norme d’un vecteur :
|7 l= Va2

Remarque : Dans une base non orthonormale, on obtiendrait des résultats plus com-
pliqués faisant intervenir les valeurs des produits scalaires des vecteurs de base entre
eux.

On obtient également la distance de deux points du plan, en fonction de leurs
coordonnées dans un repeére orthonormal :

RN
AB =|| AB ||= \/(xB —x4)? + (yg — ya)?

2.6 ¢ Expression en termes de nombres complexes

Identifions les vecteurs # et ¥ avec les nombres complexes :
Z=Xx+1y z/=x/+iy’

Ona: zz' = (x — i}/)(x' + iyl) = (xx’ +yy') + i(xyl —)/x’) ; dol:

%-7=Re (z7)

IE) Déterminant

3.1 e Définition

Le plan est supposé orienté. On appelle déterminant de deux vecteurs # et 7, le
réel :

Det(#,7) =|| @ ||| 7| sin(# ?)

ol (i,7) représente I'angle des vecteurs # et 7 (dans le cas ot 'un des vecteurs
# ou ¥ est nul, cet angle peut étre choisi arbitrairement; on a dans ce cas
Det(i, ) = 0).

Remarque : Cette définition dépend de ['orientation choisie dans le plan. Si on avait
choisi [orientation contraire, on aurait obtenu un déterminant opposé pour les mémes
vecteurs i et .

Notons que Det(#, ) = 0 si et seulement si 'angle (7, 7) est égal 2 0 modulo
7, Cest-a-dire si les vecteurs # et # sont colinéaires.
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3.2 e Interprétation en terme d’aire

— — « g . . . =y —
Supposons # et ¥ non colinéaires. Soit O, A, B trois points tels que OA = 4

et OB =17 ; soit H le projeté orthogonal de B sur la droite (OA) (Doc. 11).
Ona: | #||= OA et || 7| sin(i,v) = HB, en orientant la droite (HB) dans
le sens directement orthogonal & (OA). D’oti :

Det(#,7) = OA- HB

On remarque que |Det(#, 7)| estégal au double de l'aire du triangle (OAB), Cest-
a-dire a l'aire du parallélogramme construit sur les vecteurs # et 7 (Doc. 12). Le
signe du déterminant dépend de 'orientation de I'angle (#, %)

— positif si 'angle (#,7) est de sens direct;

— négatif si angle (i, 7) est de sens rétrograde.

Si les vecteurs # et 7 sont colinéaires, le déterminant est nul, tout comme aire
du parallélogramme qui est alors aplati. On peut donc énoncer :

Le déterminant de deux vecteurs est égal a I'aire du parallélogramme qu’ils
déterminent, affectée d’un signe correspondant a 'orientation de leur angle.

3.3 o Antisymétrie

Remarquons que pour tous vecteurs # et v, sin(#,v) = —sin(J, %), et par
conséquent :

Det(#, ¥) = —Det(, #)
On dit que le déterminant est antisymétrique.
3.4 ¢ Bilinéarité
Soit #, 7y et ¥ trois vecteurs, a et 8 deux réels (Doc. 13). Démontrons que :

Det(u, av + Bv;) = o Det(i, 1)) + B Det(, )

R

cette égalité est évidente.

ii
4|

7. - . 4
méme sens), et le vecteur ; image de 7 par la rotation d’angle 7

Si
Si

)
# # 0, considérons le vecteur 7 = (vecteur unitaire colinéaire a # de

Labase (7,7) est orthonormale directe. Considérons les coordonnées des vecteurs
i, 7U; et v, dans cette base :

W= (x,0) ot x=|#]| ;5 v =C0Ln ; =0

Les coordonnées du vecteur a7 + 7, sontdonc: (ox; + Bxa, ayr + Bya).
Appliquons le résultat du paragraphe 3.2 :

Det(#, 7)) = xy1 ;5 Det(i, 1)) = x5  Det(i, atiy + pvir) = x(oy1 + By2)
d’oli:
Det(4, av)y + Bv,) = o Det(«, v1) + B Det(i, v>)

L’application # — Det(#, ¥) est linéaire. Comme le déterminant est antisymé-
trique, pour tout vecteur 7 l'application # — Det(#, v) est également linéaire
(écrivez ce que cela signifie) ; en définitive, le déterminant est bilinéaire.

onur s'entrainer : ex. 5)




Géométrie élémentaire du plan

3.5 e Expression dans une base orthonormale directe

Soit (7,7) une base orthonormale directe, #, # deux vecteurs de coordonnées
respectives : (x,7) et (x',y). Calculons le déterminantde # et 7 :

Det(#, ) = Det(x7+y/,x' 7+ J)
On peut développer en utilisant la bilinéarité du déterminant :
Det(#, ) = xx' Det(7,7) + xy' Det(7, /) + yx’ Det(7,7) + yy' Det(], })
Comme la base est orthonormale directe,
Det(7,7) = 0, Det(?,f) =1, Det(]_':?) =—1, Det(]_':]_") =0;
d’olr:
Det(#, 9) = xy' — yx’

Notation : on écrit ce déterminant sous la forme :

/
X

Det(4, ¥) = ,
Yy

Remarque : Dans une base (7,]) quelconque, orthonormale ou non, on obtiendrair :
Det(i, v) = (xy' —x'y) Det(7, ), c'est-a-dire un résultat proportionnel & (xy' —x'y).
On a donc roujours léquivalence :

(i1, V) colinéaires < xy' —x'y=0

1 n'est donc pas nécessaire d utiliser une base orthonormale pour exprimer la colinéarité
de deux vecteurs.

3.6 ¢ Expression en termes de nombres complexes

Identifions les vecteurs # et ¥ avec les nombres complexes :
. / /! ./
z=x+iy ; Z =x +1iy
Ona: z2' = (x — ip)(x" +9) = (e’ + /) + i (o' — px') 5 dour:
Det(#,7) = Im (22)

D Droites du plan

4.1 o Utilisation du produit scalaire et du déterminant

Le produit scalaire et le déterminant constituent deux outils essentiels pour expri-
mer que deux vecteurs # et 7 sont:

o orthogonaux: #-7 =0, xx" +y/ =0 (base orthonormale) ;
o colinéaires : Det(#,v) = 0, xy' —x'y =0 (base quelconque).

Par exemple, on exprimera 'alignement de trois points A, B, C par :

—_— —
Det(AB,AC) = 0
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APPLICATION 3

Projeté orthogonal d’un point sur une droite

Le plan étant rapporté it un repére orthonormal, on consi- Soit analytiquement :

dere les points A(—1,1),

(AB) (Doc. 14).

B3,—1), C(1,4); déter

miner le point H projeté orthogonal de C sur la droite { 4y—1)+2x+1)=0

4x—1)—2(—4) =0

ce qui équivaut a :

x+2y=1
2x—y = -2

x
Doc. 14 Ce systéme a une solution unique :
Le point A cherché, de coordonnées (x,y), est dé- (x,9) = (_37 4> )
fini par : 55
— —
A, B, H alignés : Det(AB,AH) = 0,
3 4
—_— — H = -
(CH) orthogonale 4(4B) : AB-CH = 0. 5’5

D

Doc. 15 Repere d’une droite.

4.2 o Représentation paramétrique d’une droite

Le plan étant rapporté & un repere (O, 7,7), considérons la droite D passant par
le point A(x4,y4) et dirigée par le vecteur non nul (e, f) (Doc. 15). Uﬂoint
M de coordonnées (x,y) appartient a la droite D si et seulement si AM est

—
colinéaire & #, Cest-a-dire qu’il existe un réel # tel que AM = ¢, soit:

X=x4+0t

y=ya+Bt
La droite D est décrite comme une courbe paramétrée; ce systéme est appelé
représentation paramétrique de D.

Réciproquement, tout systtme de cette forme représente une droite, dont on
connait un point A(xy,y4) etun vecteur directeur (e, f).

Remarque : En limitant les variations de t, on décrit une partie de la droite D :
o t 20 : demi-droite fermée d'origine A dirigée par i ;

o t€[0,1] : segment [AB] oix B= A+ (unique point tel que AB = 7).
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4.3 e Equation cartésienne d’une droite

Avec les mémes notations que dans le paragraphe précédent, on peut aussi exprimer
—
que M appartientd D par Det(AM, ) = 0, cest-a-dire:

X — X4 O
=0

y—ya B
ce qui équivauta: Bl —xg) —aly —y4) =0
ouencore: fx— oy = Bxq— oy4
—

Remarque : Cette équation équivaut i Det(OM ) = C*; les droites dirigées par
- —_—

i sont les lignes de niveau de lapplication M +— Det(OM, ).

En posant a = 8,6 = —a,c = —Pxq + aya, cette équation s'écrit :
ax+by+c=0

Elle est appelée équation cartésienne de D ; elle caractérise 'appartenance d’un
pointa D, cest-a-dire que :

Mx,9) €D <= ax+by+c=0

Réciproquement, toute équation de la forme ax+by+c¢ = 0, avec (4, b) # (0,0)
représente une droite de vecteur directeur #(—6, ).

Remarque : Léquation cartésienne dune droite est unique & un facteur multiplicatif
pres, cest-a-dire quesi ax + by +c = 0 est une équation de D, toute équation de D
est de la forme kax + kby + kc = 0, oir k est un réel non nul.

APPLICATION 4

Equation cartésienne d’une droite passant par deux points donnés

Le plan étant rapporté i un repére (O, 7,;), écrive des M e (BC) <— Det(w , B—C>') =0
équations cartésiennes des cotés du triangle ABC, ois

_ _ x—3 =2
A-1,1), BG,-1), C(,4). . _
y+1 5
Soit M(x,y) un point du plan. e Sxe2y—13=0
— — — —
M e (AB) <= Det(AM,AB) =0 M e (AC) <= Det(AM,AC) =0
x+1 4 x+1 2
< = <> =
y—1 =2 y—13
— x+2y—1=0 & 3x—29+5=0
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4.4 ¢ Droite définie par un point et un vecteur normal

Choisissons cette fois un repere (O, Z’,]) orthonormal, et considérons la droite
D passant par le point A(x4,y4) et orthogonale au vecteur non nul 7(a, ) (i
est appelé vecteur normal & D) (Doc. 16). Un point M de coordonnées (x,y)
appartient  la droite D si et seulement si :

—

AM -# =0

C’est-a-dire :

alx —x4) + by —y4) =0

On retrouve 'équation cartésienne de D :
ax+by+c=0, ou c¢=—axqy— by
Réciproquement, toute équation de la forme :
ax+by+c=0

avec (a,b) # (0,0) représente une droite de vecteur normal 7(a, b).

—
Remarque : Cette équation équivauta OM -7 = C* 5 les droites de vecteur normal

7 sont les lignes de niveau de lapplication M — OM - 7.

APPLICATION 5

Orthocentre d’un triangle

Le plan étant rapporté i un repére orthonormal (O, 7,;),
écrire des équations cartésiennes des hauteurs du triangle
ABC, oi A(—1,1), B@3,-1), C(1,4). Vérifier
quelles sont concourantes. Déterminer ['orthocentre du
triangle.

La hauteur issue de A est la droite passant par A4, de
—
vecteur normal BC ; elle a pour équation :
— —
AM -BC =0 <<= =2x+1)+5p—-1)=0
— —2x+5—-7=0
De méme, la hauteur issue de B a pour équation :
—_— —
BM -AC=0 <+= 2(x—3)+3(p+1)=0

— 2x+3y—3=0

et la hauteur issue de C :

—_— —>
CM-AB=0 <= 4kx—-1)—-2(00—4) =0

— 2x—y+2=0

On remarque qu’en retranchant membre 2 membre
la premiére équation de la seconde, on obtient deux
fois la troisitme ; donc tout point qui appartient aux
deux premiéres hauteurs appartient nécessairement a
la troisieme : elles sont concourantes.

En résolvant le systéme, on obtient les coordonnées de
lorthocentre H du triangle ABC :

35
i=(-33)

&Pour s'entrainer : ex. 6)
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4.5 ¢ Distance d’un point a une droite

Soit D une droite du plan. Pour tout point M du plan, on appelle distance
de M a D la plus petite distance entre M et un point de D. Elle est notée
d(M, D) (Doc. 17).

Soit H le projeté orthogonal de M sur D. Pour tout point N de D :
MN?* = MH* + HN* > MH?
Le minimum de la distance MN est donc MH :
A(M, D) = HM

Comme de plus, MN = MH <= HN = 0, ce minimum est atteint
uniquement lorsque N = H.

Calculons cette distance dans un repére orthonormal (O, 7,;) La droite D est
déterminée par un point A(x4, y4) et un vecteur normal 7(a, b). Elle a pour
équation cartésienne ax + by + ¢ = 0.
Ona:

— — = — — .

AM -5 =AH +HM) -#n=HM -i=+ || HM || || 7 ||

On en déduit :
—
’AM i
dM,D) = ~————

17l

—
Or AM -7 = a(x — x4) + b(y — y4) = ax + by + ¢, dou:

lax + by + c|

Va*+ b?

QPour S’entrainer : ex. 7)

4.6 » Equation normale d’une droite

d(M,D) =

Le repere étant toujours orthonormal, on peut choisir de décrire une droite D
par un point et un vecteur normal unitaire 7 (Doc. 18). Si || 7 ||= 1, il existe
0 € R tel que # = (cos,sin®). Une équation cartésienne de D est alors :

—_—
AM -7 =0 <= (x—x4)cos6+ (y—y4)sind =0

soit :
xcosf +ysinf = p

—
ol p = OM -7 pour tout point M de D.

En particulier pour le point H, projeté orthogonal de O sur D

p = OH -7 = OH : le couple (p,6) est un couple de coordonnées po-
laires de ' (onadonc |p| = OH = d(O, D)).

Cette équation est appelée équation normale de la droite D.

La distance d’un point M 4 la droite D s’exprime facilement 4 I'aide de cette

équation normale :
d(M,D) = |xcos@ + ysin@ — p|
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B Cercles

5.1e Equation cartésienne d’un cercle

Le plan est rapporté & un repere orthonormal (0,7,). Le cercle C de centre
—

Q(a, b), derayon R est I'ensemble des points M(x,y) tels que || QM ||*= R*

(Doc. 19) ; il a donc pour équation :

(x—a)z+()/—b)2=R2

Clest-a-dire : x? +y2 —2ax —2by+c=0, ol ¢ = 2+ 0 — R
&Pour s'entrainer : ex. 8)

5.2 ¢ Cercle donné par un diamétre

Soit [AB] un diametre du cercle C de centre Q, de rayon R (Doc. 20) ; pour
tout point M du plan, on peut écrire :

MA - MB = (MS + QA) - (MG — QA) = MO — A2 = MQ? — R

D’our:
—_— —
MeC < MA-MB=0

— —
Le cercle C est donc 'ensemble des points M tels que MA - MB = 0.

Si dans un repere orthonormal, les points A et B ont respectivement pour
coordonnées (a,4'), (b,4'), le cercle C a pour équation :

(x—a)(x—b)+(y—zz')(y—b’):0

APPLICATION 6

Lieu des points M tels que I’angle de droites (MA, MB) soit constant

S ; . T, P P
Rappel : Le plan est supposé orienté. Etant donné deux  Si o = =, 'ensemble cherché est le cercle de diametre

droites D et D', on appelle mesure de langle (D, D)

toute mesure de langle (i, 4') ot i et 4’ sont deux

[AB], privé des points A et B.

vecteurs non nuls appartenant respectivement i D et Supposons désormais que « € ]0, g[U ]g,n[.

D' Ily a deux mesures possibles de l'angle (D, D') mo- .

dulo 2r, donc une seule modulo w5 il existe une mesure Pour tout point M du plan, ona:

et une seule de langle de droites (D, D') dans l'intervalle

[0, z[. — = — —_— —
: AM -BM = || AM |||| BM || cos(AM, BM)

Etant donné deux points A et B distincts, déter-
miner l'ensemble E des points M du plan rtels que
(MA, MB) = «, o o € [0, x[.

—_— — — —_— —_— =
Det(AM, BM) = || AM || || BM || sin(AM, BM)

d’ot, en supposant A, B, M non alignés :

—_ — —_ —
Si a@ = 0, lensemble cherché est la droite (AB), AM - BM cos(AM, BM)

privée des points A et B.

— —_ — —
Det(AM,BM)  sin(AM, BM)
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L’angle de droites (MA, MB) estégala o modulo 7

si et seulement si :

— —
AM - BM 1

— =
Det(AM,BM)  tana

(tano existe car o # g et il est non nul car
o €10, x)).
Choisissons un repére orthonormal direct d’origine
=—
O, milieu de [AB], de premier vecteur de base OB.
Le point M de coordonnées (x,y) appartient a I'en-
semble £ si et seulement si :
(x+ 1)(x — 1)+}/2 1
(x+1)y—(x—1)y " tana

Cest-a-dire :

2y

tan o

x2+y2—1:

ce qui équivaut a :

2
oy L) 2!
tan o sin? o

L’ensemble E

Q(0, ——), derayon R =
tan o

A et B.

est donc un cercle de centre

privé des points
. )
sin o

Remarque : Cette solution englobe le cas particulier

o= 5 ot l'on retrouve le cercle de diametre [AB].

On peut montrer que (Q—>A7 Qﬁ) = 20 (théoreme de
Iangle inscrit), ce qui permet une construction simple
du point Q et donc de 'ensemble E (Doc. 21).

YA
M

=y

Doc. 21

APPLICATION 7

qpour S'entrainer : ex. 9)

Ensemble des points M tels que MB = kMA

A et B érant deux points distincts du plan er 'k un réel
strictement positif, étudier l'ensemble E, des points M

MB
du plan tels que YA~ k.

L’ensemble E; est bien stir la médiatrice de [AB].
Supposons désormais que & # 1.

MB — —
— =k MB* — PMA* =0
7 —

— — — —
<= (MB+ kMA) - (MB — kMA) =0

Soit Gy et G les barycentres respectifs des systemes
((A; k)7 (Ba 1)) et ((A7 _k)a (Bv l))
—— — —
MB + kEMA = (1 + kMG,
— — —
MB — kMA = (1 — k)MG,,

E, est 'ensemble des points M tels que 1\4—>G/e .
ZW—G’,)Q =0, Cest-a-dire le cercle de diametre [G,G)).
La figure (Doc. 22) montre les lignes de niveau obte-
nues pour % € {1,2,3, 2 %} Les lignes de niveau

correspondant  deux valeurs inverses sont symétriques
par rapport a la médiatrice de [AB].
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Doc. 22

5.3 ¢ Intersection d’un cercle et d’une droite

Soit C un cercle de centre Q, de rayon R, et D une droite quelconque du
plan. Désignons par A le projeté orthogonal de Q sur D. Pour tout point M
de D : QM?* = QH* + HM?. Ce point appartient aussia C si et seulement si :
A HM? = R* — QH? (Doc. 23).

L’intersection C N D dépend donc de la distance QH = d(Q, D) :
o sidlQD >R: CND=g;

i i, 1, ¢ sid@,D)=R, CND={H} : D esttangented C;
Par définition, (QH) L D : la tangente & un cercle est orthogonale au rayon

Dy D, D,

correspondant ;
B o si d(Q,D) <R, CND={AB}, ot A et B sontlesdeux pointsde D
tels que HA= HB = +/R* —d(Q,D)?> : D estsécantea C.

Doc. 23 Intersection d’un cercle et
d’une droite

APPLICATION 8

Equation de la tangente a un cercle en un point donné

Le plan étant rapporté & un repére orthonormal, soit C M(x,y) € D
un cercle de centre Q(a, b), de rayon R, et H =
(x0,y0) un point de C. Une équation cartésienne du
cercle C est : x* +y* — 2ax — 2by + ¢ = 0, oi
¢ = &+ b* — R:. Déterminer une équation de la = (o —a)x—x0)+Go— by —y) =0
droite D tangente a C en H.

—_— —
— QH-HM =0

Clest-a-dire :

D est la droite passant par H, de vecteur normal
—

QH - x0x+y0y—ﬂx—by—xé—y§+wco+by0=0



Comme H €C :

xg + 5 — 2axy — 2by + ¢ = 0,

on peut écrire :

Géométrie élémentaire du plan

L’équation de la tangente en H 4 C est obtenue a
partir de celle de C en « dédoublant » les termes x2,
y2 en xox, Joy, et 2ax, 2by en alx+xo), b(y+yo)-

xox + Yoy — alx +x0) — by + ) + ¢ =0

(SIS

Doc. 24 Paramétrage rationnel d’'un
cercle privé d’un point.

5.4 ¢ Paramétrages d’un cercle

I

Le plan étant rapporté 4 un repere orthonormal, soit C un cercle de centre
Q(a, b), de rayon R. Un point M(x,y) appartient & C si et seulement si
(x —a)*+ (y— b)? = R*, Cest-a-dire s'il existe 6 € R tel que: x —a = R cos0,
y—b=Rsin6. Lecercle C peut donc étre représenté paramétriquement par :

x(0) = a+ R cosb
0eR

y(0) = b+ R sing

Ce paramétrage revient a décrire le cercle d’un mouvement uniforme. Il est pério-
dique de période 27. Le cercle est décrit tout entier pour 6 € [0, 27].

Une autre possibilité est intéressante :

0
Pour 6 # 7 + 2kn (k€Z), posons : t:tani; ona:

: .6 0 6 ,0 2
sin® = 2sin — cos — = 2tan — cos” — =

2 2 2 2 1+¢2

6 6 6 6, 1—1#
cosf = cos® — — sin® — = cos? —(1 — tan® =) =

2 2 2 2 1+¢22

On peut donc paramétrer le cercle, privé du point A = Q — R7 (Doc. 24), par :

1— 2
o) —a+R—"
1+¢2
eR
2t
=b+R
y(t) " 1+#2

Ce paramétrage, qui n’est plus périodique, décrit le cercle une seule fois;; le point
A est la limite du point M(¢) lorsque ¢ tend vers Zeo.

Ce paramétrage a I'avantage par rapport au précédent de ne faire intervenir que
des fonctions rationnelles (quotients de polyn6émes), ce qui peut étre utile, par
exemple dans des calculs de primitives.
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N METHODE M

mm Pour exprimer que deux vecteurs sont orthogonaux, on écrit que leur produit scalaire est nul.
mm Pour exprimer que deux vecteurs sont colinéaires, on écrit que leur déterminant est nul.

m Pour représenter paramétriquement une droite D, on choisit un point A et un vecteur (e, ) non nul et on
écrit :
— . X=Xx4+t0t
MeD <+ AM=1tu <+
y=ya+pz
m Pour trouver une équation cartésienne d’une droite D, on peut :

e choisir un point A et un vecteur non nul #, et écrire :
—
MeD <= Det(AM,4) =0

o choisir un point A et un vecteur normal 7(a, b), et écrire :

—

MeD <+ AM-#i=0 <+ ax+by+c=0
si || 7 ||=1, il existe un réel 8 tel que @ = cos®, b =sin6; on obtient 'équation normale de la droite :

xcosf +ysinf = p

mm Pour trouver une équation cartésienne d’un cercle C de centre Q de rayon R, on écrit :
)

MeC <«— oM*=FR

[ Pour trouver une équation cartésienne de la tangente au cercle € au point Mj(xy, ), on remplace dans
I'équation de C :

o x* par xpx,
o 5% par y, (principe du dédoublement)
e 2x par x+xp,

e 2y par y+Jp.




Le probléme suivant fut résolu par Napoléon Bonaparte lorsqu il était éléve au collége de Brienne :
construire le centre d'un cercle donné avec seulement un compas (on s’interdit lusage de la régle).
On demande de justifier la solution suivante : un point A étant choisi sur le cercle C, on
construit un cercle Cy de centre A coupant C en deux points B er C. Les cercles de centres
B er C passant par A se recoupent en un point D. Le cercle de centre D passant par A
coupe Cy en E et F. Les cercles de centres E et F passant par A se recoupent en un point
G. Montrer que G est le centre du cercle C.

Conseils

Choisir un repere et calculer les coordon-
nées de tous les points.

Utiliser la symétrie de la figure.

Doc. 25.

PROBLEME DE NAPOLEON

Géométrie élémentaire du plan

Solution

Choisissons un repere orthonormal de centre O, centre du cercle C. Ce
cercle a pour équation cartésienne :

X2 +}/2 =R (1)

Soit A le point de coordonnées (—R,0). La figure étant symétrique par
rapport a 'axe (Ox), les points A, D, G appartiennent 2 (Ox), et nous
n’aurons 2 calculer que leurs abscisses. Le cercle C; de centre A de rayon
r a pour équation :

(x+R)2+}/2:r2 <— x2+y2+2Rx+R2—72:0 ?2)

Les coordonnées des points B et C vérifient les équations (1) et (2), d’olt
2Rx +2R* —* =0

? —2R?
Xp=xe =g
Comme D est le symétrique de A par rapport a la droite (BC)
Xp = 2xp — x4 = r =R
R
2
Le cercle de centre D passant par A a pour rayon R +xp = — ; une
équation cartésienne de ce cercle est :
P — R\’ ) r
7Y e
Cest-a-dire :
x2+y2—wx+l?z—272=0 3)

Les coordonnées des points £ et F vérifient les équations (2) et (3),

2 2 _R2
dour: (ZR + (rR)> x+ 7t = 0, et par conséquent :
R
XE = XF — —5

Le point G est le symétrique de A par rapport a la droite (EF) :
xg =2xp —x4=20

On en conclut que le point G a pour coordonnées (0,0) ; cest bien le
centre du cercle C (Doc. 25).
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&D vrai ou faux?

— R . . .
a. Pour toute base orthonormale (7)), il existe une orien-

tation du plan pour laquelle cette base est directe.

b. Si (r,0) est un couple de coordonnées polaires d’'un
point M, r= OM.

c. L’équation polaire r = sin6 représente une droite.

d. Le déterminant de deux vecteurs est nul si et seulement
si ils sont colinéaires.

e. Lesysttme x = 2 — 55y = 1 + ¢ est la représentation
paramétrique d’une droite.

f. Toute droite du plan posséde une équation de la forme
y=ax+b.

. La tangente en O au cercle d’équation
& g q

x +)’2 — 4x +2y = 0 a pour équation —2x +y = 0.

Géométrie du triangle

9 Soit A, B, C, trois points non alignés du plan

E et trois points A" € (BC), B' € (CA), C' € (4B),
distincts de A, B, C.
1) Démontrer que 4’, B et C’ sont alignés si et seule-
ment si :
AB B C CA
AC BA CB
2) Trouver une condition analogue pour que les droites
(AA)), (BB') et (CC") soient concourantes (théoréme
de Ceva).

=1 (théoréme de Ménélaiis)

9 ABC étant un triangle équilatéral, déterminer I'en-

semble des points M du plan tels que MA*+ MB*>=MC>

G ABC étant un triangle non équilatéral, on pose

a = BC, b = CA, ¢ = AB. Déterminer la nature
de I'ensemble £ des points M du plan tels que :
(b — AMA + (¢ — & )MB* + (@ — b*)MC* = 0

Démontrer que E contient le centre du cercle circonscrit
ainsi que le centre de gravité du triangle ABC. En déduire
un troisitme point remarquable de cet ensemble.

6 ABC' étant un triangle quelconque et «, ,y trois

réels strictement positifs, soit G le barycentre du systeme
A, 0),(B,B),(C,7).

1) Montrer que les aires des triangles GBC, GCA et GAB
sont proportionnelles & «, et 7.

2) Trouver (e, f,y) pour que G soit le centre du cercle
inscrit dans le triangle ABC.

3) Méme question pour le centre du cercle circonscrit a

ABC.

Droites du plan

6 Le plan est rapporté & un repere orthonormé. On

donne un triangle par les équations de ses c6tés :

xcosay +ysinog = py
XCcosay +ysinoy = p;
xcosaz +ysinoz = p3
Ecrire les équations des trois hauteurs du triangle et vérifier

qu’elles sont concourantes.
(On ne calculera les coordonnées d’aucun point...)

6 Le plan est rapporté a un repére orthonormé. Etudier

I'ensemble des points équidistants des droites d’équation :
Dy:  xcosap+ysinog = py
Dy : xcosap+ysinog = p;

Cercles

9 Le plan est rapporté & un repére orthonormé. Soit C

le cercle de centre Q(1,0) de rayon 1, et C le cercle de
centre ©'(0,1) de rayon V2. Soit A et B les points
d’intersection des cercles C et C'.

1) Déterminer une équation de la droite (4B).

2) Quelle est 'équation générale d’un cercle passant par A
et B?

3) Déterminer une équation du cercle circonscrit au triangle

(ABQ).

o Soit ABC un triangle, H et H' les pieds des hau-

teurs issues respectivement de B et C.

1) Montrer que les points B, C, H, H' sont cocy-
cliques.

2) En déduire que le triangle AHH' est semblable 3 ABC.

Exercice posé aux oraux des concours

D (ccp 2006)

Le plan affine euclidien est rapporté & un repére ortho-
normé. Soit M le point de coordonnées (x, y) -
1) Calculer les coordonnées du symétrique M, de M par

X
rapport a la droite A d’équation — + 2 _1=o0.

a
2) Déterminer la courbe T décrite par M, lorsque les

trois points symétriques de M par rapport aux deux axes
de coordonnées etad A sont alignés.




Courbes
paramétrées

INTRODUCTION

o Etude d’une courbe définie pa-
ramétriquement par une fonc-
tion d’une variable réelle 3 va-
leurs dans R? .

o Etude d’une courbe définie par
une équation polaire.

n mécanique, la trajectoire d'un point soumis
E a diverses contraintes est donnée par la position
du point en fonction du temps ou d’un autre para-
metre réel. Dans certains cas, il peut étre pratique
d utiliser les coordonnées polaires (p,0), et en par-
ticulier de décrire p en fonction de 0 : équation
polaire de la courbe.
Nous reviendrons & la fin de cet ouvrage sur les pro-
priétés métriques de ces courbes : longueur, courbure.
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Courbes paramétrées

D Courbes planes paramétrées

1.1 ¢ Définition

¥y On appelle courbe paramétrée du plan P une fonction de R dans
P :t— M) (Doc 1).
Si le plan est rapporté & un repere (O, Z’,f), la donnée d’une courbe paramétrée
revient & la donnée d’une fonction vectorielle f*, telle que ?(t) = 5}\7[0) oude
deux fonctions numériques r — x(z) et r — y(¢) représentant les coordonnées

\// x de M(z) .
M(z) i

En interprétant le parametre réel # comme le temps, une courbe paramétrée

représente le mouvement d’un point dans le plan.

L’ensemble des points du plan atteints par le mouvement est appelé support ou

- . raj ire.
Doc. 1 Courbe paramétrée. trajectotre
C={MecP,FtecR M=M@H}

T | FEv e R '[ Il faut bien comprendre qu’une courbe paramétrée ne se résume
v g |Z0m Tr*ai:eTRe-Er*aphTHath Dr*al.qur / . p U c{ p stre déeri di
T pas a son support. Un méme support peut étre décrit par divers
:xH=cq5E% : H paramétrages. Une courbe paramétrée n’est pas une courbe... ,

=in .

Hios mais un mouvement sur une courbe.

gtz= . S . .7

Etgf Par ailleurs, si 'on n’impose rien 4 la fonction [, le support

x%i= /\ \j n’a pas nécessairement lallure que I'on attend d’une « courbe ».

el Il existe par exemple une courbe paramétrée (appelée courbe de

ut.5= 7 > 4.0 > 4

Péano) dont le support est I'intérieur d’un carré!
FAIN FAE AT Fhk

Pour tracer une courbe paramétrée avec votre T192/Voyage 1.2 e Dérivabilité
200, passer en MODE Graph PARAMETRIC. — N
Par définition, la fonction vectorielle £ tend vers le vecteur ¢

- =

si ||f — £ tend vers 0; cela équivaut au fait que les fonctions coordonnées de
— —

[ tendent vers les coordonnées de £ .

Nous en déduisons :

—
o Une fonction vectorielle f est continue au point # = 7 si et seulement si
ses fonctions coordonnées le sont;

N
. Une fonction vectorielle f* est dérivable au point # = # si le quotient
f )~ f (0)
t— 10
7 1.0 2 - 7 —>/
cette valeur est appelée dérivée de /* en 7y, notée f ().

£ - 7w

r— 10

N
, défini pour r # £, admet une limite ¢ quand # — 1 ;

Dans l'interprétation cinématique, représente le vecteur vitesse

_
moyenne du mobile entre les instants #, et #. Lalimite f'(%), sielle existe,
est appelée vecteur vitesse a I'instant 7.
—
D’aprés ce qui précede, [ est dérivable au point # = #, si et seulement si ses
—
fonctions coordonnées le sont et f /() a pour cordonnées x (%) et (%) ;

N
o Plusgénéralement, f est £ foisdérivablesur 7 sietseulementsises fonctions
coordonnées le sont.
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N
Si f est deux fois dérivable, f " (#) est appelé vecteur accélération a Iins-
tant fy.

o On dit que f est de classe C” sielle est % fois dérivable et si sa dérivée

k -iéme est continue. f estdeclasse C* sur I si et seulement si ses fonctions
coordonnées le sont.

Dans la pratique, on étudiera le plus souvent des courbes paramétrées de classe
C* avec k> 1.

On peut étendre aux fonctions vectorielles dérivables les opérations sur les dérivées ;
en particulier :

Théoreme 1
—

. — . . , . .
Si f et g sontdeux fonctions vectorielles dérivables sur un intervalle 7 :
—

) (F-2)=F-T+f-¢7

2 si FA0 : [ Fl= ﬂ’f

3 Det(f, Z) = Det(f’, Z) + Det(F, g")

Démonstration

Choisissons un repere orthonormal direct et demgnons par (x1,71), (x2,72) les
fonctions coordonnées respectives des fonctions f 7.

1) f . g =x1x2+y1 ) ; dou:

—

N
(f @) =dxmradyinens=f"¢+

£
DI F =T Fo dows | F e 2 f P

Ny,

!

—
4

VN

|
_)—) LY
3) Det(f', g) =x1)2 —x2y1; doli:

— — —
Det(f,?)/zx{y2+x1y;—x£y1—xzy; =Det(f',?)+Det(f,?/)

1.3 ¢ Point régulier - Tangente
— —
Soit OM(z) = f (#) une courbe paramétrée de classe C I

— o
Le point M (zy) est dit réguliersi f () # 0, cest-a-dire si le vecteur vitesse ne
sannule pasen z.

La courbe paramétrée est dite régulicre si tous ses points sont réguliers. On
rencontrera le plus souvent des courbes paramétrées régulicres par arcs, cest-a-
dire régulieres sur une réunion finie d’intervalles.

Soit M (%) un point régulier et M(#) un point de la courbe paramétrée, distinct
de M(ty). Lasécante (M (to)) M (t)) est dirigée par tout vecteur non nul colinéaire

B

a M()M(2), en particulier
-
nul £ (#).

_
M(#9)M(z) qui a pour limite le vecteur non
0
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—
La droite passant par M (t), dirigée par f'(#) est la position limite de la sécante
(M (to)) M (t)) quand # — 7, elle est appelée tangente & la courbe au point

M (tg).
QPour sentrainer : ex. 2, 3)

1.4 ¢ Point stationnaire

— —
Un point non régulier, c’est-a-dire en lequel f' (%) = 0 (le vecteur vitesse
s'annule), est dit stationnaire. Cest un point d’arrét sur la trajectoire.
En un point stationnaire, la courbe peut ou non posséder une tangente. On
2(#) — (%)

. L x() —x(gg) X
si cette limite existe, ce sera le coefficient directeur de la tangente a la courbe au

point M (z).

cherchera si le quotient admet une limite quand ¢ tend vers 7 ;

Doc. 2 Le panneau STOP du code de
la route impose un point stationnaire a la
marche de tout véhicule.

) Etude générale d’une courbe
paramétrée

2.1 ¢ Intervalle d’étude

Soit a étudier la courbe paramétrée du plan définie par les fonctions # — x(z) et
¢+ y(#). On cherche d’abord I'ensemble de définition Dy, qui est 'intersection
des ensembles de définition de x(z) et y(z).

§’il existe une période commune 7" € R} telle que pour tout # € Dy :
t—TeDr , t+T7T€Dr , x(+T)=x@) et yr+T)=y@)

la courbe est entierement décrite sur un intervalle d’amplitude 7.

Il se peut également qu’un changement de parameétre ¢ — ¢(#) induise une
transformation géométrique simple. Par exemple :

x(p(2)) = x(2)
Wo@) = —y(0)
x(p(2)) = —x(2)
Y(e(2) = y(2)
x(p(2)) = —x(2)
Wo(@) = —y(1)
x(p(2)) = y(2)
Wo(2)) = x(2)
x(p(#) = x(1) + &
@) =) + B

Dans ce cas on peut restreindre I'étude & un intervalle /7 qui compléeé par lappli-
cation ¢ redonnera I'ensemble de définition entier : 7 U (/) = Dy.
Par exemple, si () = —¢, il suffit d’étudier la courbe sur R, N Dy.

: symétrie par rapport a 'axe Ox.

: symétrie par rapport 2 'axe Oy.

: symétrie par rapport a l'origine.

: symétrie par rapport 2 la premiére bissectrice.

: translation de vecteur (c, B).
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2.2 e Variations de x(t) et y(t)

Il convient ensuite d’étudier les variations des deux fonctions numériques # — x(z)
et t+— y(z) (supposées dérivables) et de dresser un tableau de variation commun
avec des lignes successives pour :

o les valeurs remarquables de #;

o lesignede x'(¢);

o le sens de variation de x(¢) et ses limites;
o le sens de variation de y(z) et ses limites;

o lesignede y (1) ;

/

o ¢éventuellement les valeurs de m
x' (z

, qui représente le coefficient directeur de
la tangente 2 la courbe.

2.3 e Branches infinies
La courbe présente une branche infinie en # € R, ou lorsque # tend vers
—
ty = £oo, si lim || OM () ||= +, C’est-a-dire sil’'une au moins des coordonnées
t—ty

tend vers e quand 7 tend vers f.

Si x — %eo et y — yo, il y a une asymptote horizontale d’équation y = y;.

Si y — %o et x — xp, il y a une asymptote verticale d’équation x = x;.
)@

Si x et y tendent vers infini et si le quotient =~ tend vers une limite «,
x(t

finie ou infinie, on dit que la droite vectorielle d’équation y = ax (axe Oy si
a = %) est une direction asymptotique.

Dans ce cas, si @ # 0 etsiladifférence y(#) —ax(z) tend vers une limite finie 4,
on dit que la droite d’équation y = ax + & est une asymptote. Si cette différence
tend vers e, la courbe présente une branche parabolique de direction y = ax.

2.4 ¢ Exemple d’étude d’une courbe paramétrée

Soit la courbe paramétrée définie par :
l’3

x0) = 1—¢2

1
1—1£ ) =
La courbe est définie sur R\{—1,1}.

Ve R\{—1,1} x(—2) =x(#) y(—1) = —y(#) : la courbe est symétrique par
rapport 3 Ox; il suffit de I'étudier sur R,\{1}.

Les fonctions ¢+ x(z) et ¢+ y(z) sont dérivables et :

2t _ 23 —12)

x/ (t) = m },’ (l’) m
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D’ou le tableau de variation :

~
(e}
—_
S

x'(t) |0 + + + =
+oo 0

x(t) 1/ _OO/ _% /
+o0 _ 33

¥ (1) O/' 700/ 2 B

y() |0 + + 0 -

Point stationnaireen r =0 :
t3
)8 —»0) =

x(t) — x(0) ﬁ -1

.y —y0)
i ) —x(©)

=t 5

La tangente est horizontale, les arcs de la courbe correspondanta x > 0 et x < 0
respectivement sont symétriques par rapport 3 Ox, donc situés de part et d’autre

Y de la tangente en # = 0, on dit qu’il s’agit d’'un point de rebroussement de
V premiere espece.
Branches infinies : quand # tend vers +eo, x tend vers 0 et y tend vers —eo;
'axe (Oy) est asymptote.
1A
t 13
> 5  Lorsque 7 tend vers 1, 7 =7 lim& = 1; il y a une direction
T g | © M o)
asymptotique de coefficient directeur 1.
3 2
r—1 t+t+ 1 3
/\ ¥ =) 1— 7 t+1 P ) = x(2) 2

La droite d’équation y = x — 5 estune asymptote oblique (Doc. 2).

&Pour s'entrainer : ex. 5)

Doc. 3

APPLICATION 1

Cycloide
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On appelle cycloide la courbe décrite par un point d’un
cercle qui roule sans glisser sur une droite D (pensez i
un point marqué sur un pneu de vélo).

Déterminer une représentation paramétrique de la cy-
cloide. Etudier et tracer cette courbe.

Soit R le rayon du cercle. Choisissons pour origine
O le point de contact du cercle avec la droite a I'ins-
tant initial, pour vecteur 7 le vecteur unitaire de la
droite D dans le sens du mouvement, et pour vecteur

]_" I'image de 7 par la rotation d’angle +g.

Lorsque le cercle a tourné d’un angle # et se trouve en
contactavec D en H, le point du cercle qui était ini-
tialementen O se trouveen M. Le roulement se fait
sans glissement si et seulement si la lo/r}gueur du seg-
ment [OH] estégaleacelledelarc HM, cest-a-dire
Rt (Doc. 3). Les coordonnées de M sont donc :

x(z) = Rt+Rcos(—g - t)

#6) = R+ Rsin(=3 — 1)
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v A
2R
Rt M Q
X 0 Rt H TR MR X
Doc. 4
Cest-a-dire : X () = R(1 —cost) =0
sur [0, x].

x(¢) = R(t — sint)
(1) = R(1 — cosz)

Ces formules définissent la cycloide comme une
courbe paramétrée sur R. On remarque que :

Ve e R x(t+2n) = x(t) + 2nR et y(r+2rm) = y(2)

ce qui signifie que la cycloide est invariante par la trans-
lation de vecteur 27R 7 et qu’il suffit de Iétudier sur
un intervalle d’amplitude 27.

D’autre part,

Vie R x(—1) = —x() et y(—1) =y()

La cycloide est symétrique par rapport a 'axe Oy il
suffit de I'étudier sur lintervalle [0, x].

x |0 T
X0 + 2R
R
x /
0
2R
y /
0
)/ 0 + 0

y' (£) = Rsint >0

Il'y a un point stationnaire pour # = 0. Remarquons
que pour ¢ € 10,7 :
¥ () sin ¢

_ - 1+ cost
%) 1—cost

sint

Ce quotient tend vers +e quand # tend vers O par
valeurs positives. Il s’ensuit que la tangente au point
M(z) tend vers'axe Oy quand ¢ tend vers 0. Nous
démontrerons plus tard dans le chapitre 18 que dans
ce cas'axe Oy est tangent 2 la courbe au point A£(0).
La symétrie par rapport a 'axe (Oy) permet de re-
connaitre un point de rebroussement de premitre es-
pece.

Nous pouvons donc construire l'arc correspon-
dant a lintervalle [0,7], puis compléter la courbe
par la syméurie et les translations étudides ci-
dessus.

QPour s'entrainer : ex. G, 7)

EE) Courbes en coordonnées polaires

3.1 Représentation polaire d'une courbe paramétrée

Soit P un plan euclidien orienté, muni d’un repére orthonormal direct (O, 7,7).
Une courbe paramétrée de P peut étre représentée par des coordonnées polaires
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(p(2),6(z)) fonctions du parametre réel ¢,
— — -
OM() = f (1) = p(2)ii (6(r)) ol i (6(z)) = cosO(£)7+sin(z) ]
ce qui équivaut formellement 4 la représentation cartésienne :

x(1) = p(#) cos6(z) ; 2(2) = p(z) sin6(z)

On peut donc théoriquement se ramener 4 I'étude d’une courbe paramétrée en
coordonnées cartésiennes, mais les propriétés de certaines courbes sont plus clai-
rement mises en évidence par 'usage des coordonnées polaires.

3.1 ¢ Expression de la vitesse
Utilisons le repere polaire (L_Z(O), 17(9)) ou #(6) = u(6 + g) Notons que les
fonctions 6 — 7 () et 6 — 7 () sont dérivables et que :

j—Z(G) =7(0) et j—z(e) = —i ()

On en déduit que si les fonctions # — p(z) et £ +— 6(z) sont dérivables, la courbe
paramétrée correspondante est dérivable et :

70 = p () 760) + plo) 0 (1) 76(0))

3.2 ¢ Expression de I’accélération

De méme, si les fonctions # +— p(¢) et ¢ +— 6(¢) sont deux fois dérivables, la
courbe paramétrée correspondante est deux fois dérivable et :

f_’> () = p"(t) i (0(1))+2p" (1) 6' (1) T(6(1)+p(2) 0"(2) 7 (6(£)—p(2) &' (1)* 7% (6(1))

soit :
f—; 6) = [p"(e) — p(2) &' (1)°] 7 (6(2) + [20" (2) O () + p(r) 6"(2)] ¥(6(2))

3.2 ¢ Courbe définie par I'équation polaire ¢ — p(6)

Fzr

Fz

1 Fi
- E Edala]y} TPaGETREGPaPhTH

FEw

== Le cas le plus simple est celui oli le parametre est 6 lui-méme.
ath|Oraw|r Ff |

On peut se figurer le mouvement comme celui d’un « radar » qui
g q

AFLOTE

3=
rd=
o=
rE=
rr=
=
re=
rli=

“r1=cosi 2 -8
2=

tourne autour de l'origine et qui dans chaque direction repere les
points par leur rayon polaire p(6).

OM©) = F (60) = p(6) 7 (6)

Si la fonction @ — p(8) est de classe C?, les formules précé-
dentes donnent :

MAlN

RAD AUTO

FOL

70 =0 0) 76 +p6) 70)

TI92/Voyage 200. Pour tracer une courbe définie par une
équation polaire, passezen MODE Graph POLAR.

N
Fe) = (p"(6) — p(6)) #(6) +2p' (6) 7(0)
On peut en déduire quelques propriéeés tres particulieres de ce type de représen-

tation :

N

o Caractérisons la tangente en un point régulier par I'angle V = (#(6), f' (6))
(Doc. 4) :

p(6)

nVzp’(ﬂ)

i p () =0 V= ig)
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: angente en coordonnées
Doc. 5 Tangent d
polaires.

En particulier si :

VeeD, 6—n€eD, 6+n €D et
p(0+m) = —p(6), alors 7 estlaplus
petite période de la courbe paramé-
trée.

o Le point (8, M(6)) est stationnaire si et seulement si p(d) =0 et p'(6) = 0.
Dans cette représentation, les points stationnaires sont nécessairement a l'ori-
gine!

OM 6)
e Si p(6y) =0, lim = 1 (6p). A un passage a [origine, qu’il soit
0—60  p(6)

régulier ou stationnaire, la tangente est toujours dirigée par le vecteur i (6y).

3.3 ¢ Plan d’étude d’une courbe
définie par une équation polaire

Soit une courbe paramétrée définie par I'équation polaire 6 — p(6).

3.1 e Périodicité

Il faut bien distinguer les périodes de la fonction 6 +— p(6) et les périodes de
la courbe paramétrée 6 +— M (0), qui ne peuvent étre que des multiples de 7
(rappelons que les points de coordonnées polaires (6, p(6)) et (6 +m, —p(6))
sont confondus.

B Si T estune période quelconque de la fonction p, Cest-a-dire si:
YoeD 06—TeD,0+TeD et pO+T)=p)

la courbe est invariante par la rotation de centre O d’angle 7.
En particulier si 7" = 7, la courbe est invariante par la symétrie centrale de
centre O.

B Supposons qu’il existe une période de la fonction p de la forme 77 = 2krn
avec £ € N*. Alors 77 est aussi une période de la courbe paramétrée. Le point
M () revient a la méme place aprés 4 tours autour de Porigine.

B Soit k4 le plus petit entier strictement positif tel que 77 = 2kr soit une
période de la fonction p.

o Si k est pair, 77 estla plus petite période strictement positive de la courbe
paramétrée.

e Si k estimpairetsi:
VoeD 0—kneD,0+kneD et pO+kr)=—p®)
alors la plus petite période strictement positive de la courbe paramétrée est
“L — kr : le point M(6) revienta la méme place aprés £ demi-tours autour
de lorigine.
3.2 ¢ Symétries
Supposons qu’il existe une valeur 6y telle que :
e YoeED 90—9€D et p(90—9):p(9)
la courbe est invariante par la réflexion dont 'axe est dirigé par le vecteur
- ( 6o
il — .
2
o YoED 6,—6€D et pBy—6) = —p)
la courbe est invariante par la réflexion dont 'axe est dirigé par le vecteur

- 90 T
u\ —+ - 1.
2 2



© Hachette Livre — H Prépa / Math — La photocopie non autorisée est un délit

y

Y X©O) X

. 2A (6 M@©)
e\’

(@) 9
ol 73
Y(©
( [

Doc. 6 Asymptote en coordonnées

polaires.

Doc. 7 Cercle asymptote.

Courbes paramétrées

Comme dans le cas d’'une courbe paramétrée en coordonnées cartésiennes, on
cherche un intervalle d’étude suffisant pour reconstituer toute la courbe par les
différentes symétries ou rotations trouvées.

3.3 ¢ Etude du signe de la fonction 6 — p(6)

Le sens de variation de la fonction 6 — p(0) n’est pas absolument indispensable ;
en revanche, il est essentiel d’étudier le signe de cette fonction et de repérer ses
annulations, qui correspondent a des passages a I'origine.

On fera donc un tableau de signe de p(6).

La dérivée p’ (6) peut étre utile pour déterminer la tangente en des points parti-
p(6)
P’ (6)

culiers, grice 4 la formule tan V' =

3.4 ¢ Branches infinies
Soit 6y une valeur telle que elirrel p(0) = +e. Les coordonnées de M (9) dans
—00

le repere (O, # (6y), 7 (8p)) sont:
X(6) = p(6) cos(6 — 6p) 5 Y(0) = p(6) sin(6 — )

I est clair que elin; X(6) = *eo.
—bo
o Supposons que elinel Y6 =1
—0Up

La courbe possede alors une asymptote d’équation ¥ = / dans le repere

(O, (60),7(69)) (Doc. 5).
o Supposons que olir% Y (6) = £e. La courbe possede alors une branche para-

bolique de direction #(6y).

Si p(6) admet une limite finie 7 quand 6 tend vers e, la courbe est asymptote
au cercle de centre O de rayon |r| (voir exercice 8.f) (Doc. 6).

3.4 ¢ Exemple de courbe définie par une équation polaire

©) = sin @ cos O
P " sin® — cos6

La courbe paramétrée est définie pour 6 € R\ {Z + kn’} .

Vo p@+mx) = —p(@) : la courbe est entierement décrite sur un intervalle
d’amplitude 7.

Ve p (g — 9) = —p(0) : lacourbe est symétrique par rapport a la seconde

bissectrice. Il suffit donc de I'étudier sur I'intervalle } Z, %] .
(sin® 6 + cos® 0)

/
o) = ——— T 7
P (sin® — cos 6)?2
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Signe de p() :

T
Branche infinie : lim p(6) sin (0 — 7> = lim sin 6 cos 6
6—% z

o |2 3
4 2 4

2

pO) | + 0 — _%

V2
4

S

4

0—7%

La courbe (Doc. 7) présente donc une asymptote oblique d’équation y =

%

0 1 i dans le repere (O,ﬁ(g) ,17(%)) .
37 T I
4 En X passage a l'origine avec une tangente dirigée par # (E) (c’est-a-dire verti-
cale).
3r , . .
En —, p'(6) =0 , latangente est perpendiculaire & (OM).
Doc. 8 4

APPLICATION 2

QPour Sentrainer : ex. 8, 9)

Limacons de Pascal

Soit C le cercle de centre 1(1,0) et de rayon 1. Une
droite D passant par O recoupe le cercle C en un
point P (éventuellement confondu avec O si D est
tangente & C) . On construit sur D deux points M et
N distincrs vels que PM = PN = a, oit a est un réel
strictement positif fixé.

1) Déterminer une équation polaire de ['ensemble T,

décrit par les points M et N.
2) Etudier T, en discutant suivant les valeurs de a.
3) Tracer T, pour a € {1,2,3,4,5}.

4) Déterminer le lieu des points & tangente verticale de
T, lorsque a décrit R7.

1) Le cercle C a pour équation polaire p = 2 cos(6),
les points M et N vérifientdonc: py = 2cos0+a
et py = 2cos® — a. On observe que py(6 + 1) =
—pn(6) 5 les points M (6 + ) et N(6) sont donc
confondus. Les points M et N décrivent la méme
courbe T,, d’équation polaire p = 2cos0 + a.

2) La période est 27, et pour tout 6 € R
p(—6) = p(6). La courbe est symétrique par rapport
A laxe Ox, et il suffit de faire 'étude sur inter-

valle [0, x].

Signe de p :
e si @>2, p esttoujours strictement positif’;
e si a=2, p estpositif et sannule pour 6 = 7 ;

e si <2, p sannule pour:

a .
6 = :A —_— —
o rccos ( 2) (o > 2)

0]0
p| o+

3) Figure : Document 8.

4) DPoints 4 tangente verticale. Revenons en coordon-
nées cartésiennes :

x(8) = (2 cosO + a) cos O (6) = (2cosb + a) sin6

x' (6) = —2sin6cos® — (2cosO + a)sin O

= —sin6B(4 cos O + a)

L’unique point stationnaire, obtenu pour @ = 2 et
0 =
de ce cas, la tangente est verticale si et seulement
si. ' (6) = 0. x'(6) sannule pour 6 € 7Z ou

m n’a pas une tangente verticale. En dehors
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Courbes paramétrées

si a < 4, pour 8 = Arccos (—g). L’ensemble des

\

points a tangente verticale est donc 'axe Ox privé
de lorigine, et 'ensemble des points de coordonnées
(x,7) telles que:

. 2 X
soit: y =—2x(1+5>.

L’équation cartésienne de cet ensemble est :

x2+y2+2x:0.

On reconnait le cercle de centre (—1,0) de rayon 1
Doc. 9 (privé lui aussi de Porigine).

. METHODE M

mm Pour étudier une courbe définie paramétriquement :
o on détermine ’ensemble de définition ;

o on étudie la périodicité et les symétries éventuelles qui permettent de déterminer un intervalle d’étude a partir
duquel on pourra reconstituer toute la courbe;

o on étudie les variations des fonctions coordonnées sur 'intervalle d’étude ;
o on dresse un tableau de variation conjoint des deux fonctions coordonnées ;
o on repere les points stationnaires ;

o on ¢tudie les branches infinies, et en particulier les éventuelles asymptotes ;

 on trace la partie de courbe correspondant a I'intervalle d’étude, que 'on compleéte par les symétries ou autres
transformations trouvées (voir exercice 5).

mm Pour étudier une courbe définie par une équation polaire :
o on détermine ’ensemble de définition ;

o on étudie les périodes de la fonction 6 — p(8), d’oli I'on déduit les éventuelles périodes de la courbe
paramétrée, et les invariances par rotation ;

¢ on étudie les symétries; on en déduit un intervalle d’étude 4 partir duquel on pourra reconstituer toute la
courbe ;

¢ on étudie le signe de la fonction 6 — p(0), de préférence  ses variations ;
o on repere les passages a l'origine ;
¢ on ¢tudie les branches infinies, en particulier les éventuelles asymptotes et les branches spirales ;

e on trace la partie de courbe correspondant a I'intervalle d’étude, que 'on compleéte par les symétries ou autres
transformations trouvées (voir exercice 8).
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ASTROIDE

On considére la courbe T définie paramétriquement par :

{ x(¢) = cos’ ¢

(1) = sin® £

@D Erudier et tracer T.

@ Pour tout point M(t) de T non situé sur l'un des axes de coordonnées, on consideére P(t) et Q(t), points d’intersection
de la tangente & T en M(t) avec Ox et Oy respectivement.

. i ‘
Montrer que ||P(£)Q2)|| est une constante que l'on déterminera.

Conseils solution
— — -
1) OM(r) = f (1) = cos® 7+ sin’ tj est défini pour tout r € R,
de plus M(r + 2r) = M(z), la courbe est fermée et entierement décrite
quand 7 varie dans un intervalle d’amplitude 27.

La période et les symétries permettent de | Recherchons d’éventuelles symétries permettant de limiter le domaine

b3 7’ \ ]T ’é .
ramener l'intervalle d’étude 2 {0. Z} ! ¢tude :

., -

o OM(—t) = x(2)7 — y(¢)j, les points M(z) et M(—t) sont donc
symétriques par rapport 4 I'axe Ox, I'étude de la courbe se fera pour
t € [0,7], etl'on complétera par cette symétrie;;

BN .
o OM(r —t) = —x()7+y(t) j, les points M(z) et M(x—t) sontdonc
symétriques par rapport 4 U'axe Oy, Iétude de la courbe se fera pour

7T bl \ ’ M
t €10, E]’ et 'on completera par cette symétrie ;

V9 - - . V9
o OM(E — 1) = y() T+x(2) j, les points M(z) et M(E —¢) sont donc
symétriques par rapport a la droite d’équation y = x, I'étude de la

courbe se fera pour # € [0, —], et 'on complétera par cette symétrie.

4
1 — -
F/ () = —3sintcos* t7+3 cosrsin’ £/, d’ott le tableau de variation pour
T
t e [0, Z] : i
12 =
Bl p t |0 4
4 : @0 —
| V2
2 12 1 X)) 1N
4 Y@ |0 —
V2
y |0 =
)@ — y(0)

Le point M(0) est stationnaire; lim = 0. Ce point présente
—0 x(¢t) — x(0)

donc une tangente horizontale, la symétrie par rapport & Ox permet de

Doc. 10 reconnaitre un point de rebroussement de premitre espece (Doc. 9).
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Trouver une équation cartésienne de la
tangente en M ().

Courbes paramétrées

2) La tangente en M(z), ¢ # kg a pour équation :

x —cos ¢ y—sinat

—cost sin ¢

Cest-a-dire : xsinz +ycost — sinzcost = 0.

Le point P(z), intersection de cette tangente avec 'axe Ox a pour coor-
données : (cosz,0) ; le point Q(z), intersection de la tangente avec I'axe
—_—

Oy a pour coordonnées : (0,sin#). D’ou [|[P(£)Q(#)|| = 1. Le segment
de tangente découpé par les axes a une longueur constante (Doc. 10).

1
Q)

M(t)

-1 0 P(t) 1

Doc. 11

En superposant des segments de longueur 1 s’appuyant sur les axes, on voit
apparaitre une astroide sans 'avoir dessinée! On dit que cette courbe est
'enveloppe de ces segments (Doc. 11) .

NS
RN

R
\‘\\‘\::}:\‘\;\\\
AR

AWy

2 77
71T
1]
27

Hi22
HA7ZZP

Doc. 12




&D vrai ou faux?

a) Une courbe de classe C! est toujours régulicre.

b) La tangente en un point M (#) est la position limite de
la sécante (M (%)M (¢)) quand ¢ tend vers z.

¢) En un point qui n’est pas régulier, la courbe ne possede
pas de tangente.

—_—
d) OM(©) = p(6)#, avec # unitaire, entraine que
p(6) = [|OM)].

e) Une courbe paramétrée définie par une équation po-
laire de classe C' ne peut avoir de point stationnaire qu’a
Iorigine.

f) La période d’une courbe paramétrée définie par une équa-
tion polaire est un multiple de 27.

Courbes paramétrées

8 Une courbe paramétrée (/, ?) posséde un point
double s’il existe (zy,#) € I* tel que M(ty) = M(#).

Montrer que la courbe paramétrée définie par :
x() =32 +282 —r—1
(1) =38+ 2t + 1

admet un point double. Déterminer les deux tangentes cor-
respondantes.

9 On considere la courbe I' définie paramétriquement

par :
x() = 3¢
y(0) =27
Déterminer une droite tangente T en un point et normale
a ' en un autre point.

G On considere la courbe I' définie paramétriquement
par:
1
x(t) =t— —
t

1
(1) :t+t—2

Déterminer la condition d’alignement de trois points de T.
En déduire I'existence d’un point double que 'on détermi-
nera.

6 Etudier et tracer les courbes paramétrées définies par :
x(t) =3t — £
a) b

x(¢) = cos 3¢

y(t) =202 — ¢ y(£) = sin 2¢

x(t) = cos t + cos 3¢ *e) = 1+122
9 e d) .
y(2) = sin ¢ + sin 3¢ () = 2+t
N = 1+ £2
= x(t) = cost
*() 1+
€) b ) = sin® ¢
y(t):1+13 J " 2+sint

6 Epicycloides. Soit C un cercle fixe de centre O, de

rayon R, et n un entier naturel non nul. Soit C’ un

cercle de rayon — qui roule sans glisser & 'extérieur du
n

cercle C.

Déterminer une représentation paramétrique de la courbe
décrite par un pointde C .

Etudier et tracer les courbes correspondant  :

(Cardioide) e n=2 (Néphroide)

[ ] n:l

o Hypocycloides. Reprendre lexercice précédent

lorsque le cercle €’ est a I'intérieur du cercle C.

Etudier et tracer les courbes correspondant a :
e n=2 e n=3

Courbes définies
par une équation polaire

6 Etudier et tracer les courbes définies par I'équation

polaire :

sin 36 3 42

a) p) = 5o b) p(6) = cos 59 +
1 —sin®
©) p(6) = cosO +sind d) po) = S
1+ cos6

sin @

0) = ————
e p0) 1 —2cos0

H ,@:é

9 Lemniscate de Bernoulli. On consideére les points
F(1,0) et F'(—1,0). Déterminer une équation po-
laire de ensemble C des points M du plan tels que
MF - MF' = 1. Etudier et tracer cette courbe.

m) Soit la droite D d’équation x = —1 etle cercle C
de centre 7(1,0) et de rayon 1. Une droite A passant par
O coupe D en P et C en Q. Déterminer 'ensemble

I décrit par le point M, milieu de [PQ].
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Exercices posés aux oraux des cOnCours  2) Soic My() un point de C différenc de A, B, A, B’ .
Soit M;(#) lepointde C tel quelatangenteen M a C,
’axe des abscisses et la droite (AM;) soient concourantes.

m (Centra|e-$upe|e( 2006) Trouver le parametre #; de M; en fonction de # .

On recommence la construction en remplagant M, par
Dans le plan euclidien R?, on donne le cercle unité C : M, pour obtenir un point A% , puis .de p roc.:he en proche
2 +),2 =1, deux points A(0,1), B(~1,0), et leurs sy- un point M, pour tout 7 € N . Etudier lasuite (M,),en -
métriques A’ et B’ par rapporta O.

_1-7 @ (1PE 2006)

X =

2
1) Montrer que L+ pour # € R estun pa-  Construire la courbe d’équation polaire :
y= 2t sin @
RSy . po =
ramétrage injectif de C privé du point B . Interprétation V3 — 2cos6

géométrique du parametre ¢ ? Préciser la position de la courbe par rapport a son asymptote.




Coniques

INTRODUCTION

o Etude des différents types de co-
niques : ellipse, parabole, hyper-
bole, notamment en vue de leur
utilisation en Physique.

o Mise en ceuvre des connaissances
acquises sur les courbes paramé-
trées : équation polaire, tangente.

¢ Reconnaitre une conique don-
née par son équation carté-
sienne dans un repere ortho-

normal quelconque.

= tudides par Apollonius, mathématicien grec de
UEcole d’Alexandyie (200 ans av. ].-C.), comme
sections d'un cone par un plan, les coniques ressur-
gissent au XVI© siécle lorsque Kepler découvre que
ce sont les trajectoires naturelles des planétes et co-
metes. Cette découverte, qui heurte les conceptions
anciennes faisant de la droite et du cercle les seules
[figures parfaites dignes de guider la marche des astres,
est a l'origine de la théorie de la gravitation de New-
ton et marque un tournant capital dans l'histoire des
sciences.
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D

—

F

Doc. 1 Foyer et directrice.

Doc. 2 Repere d’origine F .

Doc. 3 Représentation polaire d’une
conique.

Coniques

) Coniques définies par foyer
et directrice

1.1 ¢ Définition

Soit dans le plan P une droite D et un point F n’appartenant pasa D. Soit ¢
un réel strictement positif. On appelle conique de foyer F, de directrice D et
d’excentricité ¢ Uensemble C des points M de P tels que :

MF
AM,D) ¢

MF
C’est-a-dire T =€ ol A estle projeté orthogonal de M sur D (Doc. 1).

Remarque : Cette définition ne faisant intervenir que des rapports de distance, elle est

invariante par similitude : limage d'une conique par une similitude est une conique
de méme excentricité.

1.2 ¢ Equation cartésienne dans un repére orthonormal

Afin d’écrire une équation cartésienne de C, choisissons un repere orthonormal
d’origine F, l'axe des ordonnées étant paralléle 2 D, de sorte que 'équation de
D soit x = —q (Doc. 2).

M,y €C = MF'=IMH? <= x*+y =x+q)’
On pose p = eq (p est appelé parametre de la conique). L’équation de C
s'écrit :

x? +y2 = (ex +p)2

1.3 ¢ Equation polaire d’une conique de foyer 0

Sile point M de la conique a pour coordonnées polaires (p,6), ona: MO = p
et MH = p cos6+g (Doc. 3). D’oli:

MelC <«— p:e(pcose+£):epcos0+p
e
La conique C a donc pour équation polaire :

5= »

" 1 —¢cos@

Remarque : Si on change lorientation de laxe Ox, cela revient i changer 0 en

0 + . Léquation polaire devient :

_ ya

" l+ecos@



Coniques

) Parabole

2.1 e Equation réduite

On appelle parabole une conique d’excentricité ¢ = 1. Son équation dans le

H AY M repere choisi au §1.2 est : x? +y2 = (x +11>)27 C’est-a-dire : yz = 2px +p2.
_______________ . Effectuons un changement de repere en choisissant pour nouvelle origine le point
S(—%, 0) (sommetdela parabole) (Doc. 4). Les coordonnées (X, Y) de M dans
X=x+ ?
le nouveau repére sont données par : 2
> Y=y
S F X L’équation de la parabole devient :
Y? =2pX (équation réduite de la parabole)
2.2 e Paramétrage de la parabole

Doc. 4 DParabole. 2

t

X(t) = —

On peut choisir ¥ comme parametre : 2p
Y(i#) =1+

2.3 ¢ Tangente a la parabole

Soit M un point quelconque de la parabole de foyer F, de directrice D, et
H le projeté orthogonal de M sur D (Doc. 5). La parabole étant supposée

fs i . a2 72
paramétrée, dérivons la relation : FM = = HM ~ :

dM M dH
2EM - =217A71~<———>

dr ds dz
. dH M
Or HM-S2 =0, dou FH- -2 =0
dr ds

La tangente en M 2 la parabole est orthogonale & (FH) : c’est la médiatrice de
[FH]. Clest ce qui permet d’expliquer les propriétés d’un miroir parabolique : un
Doc. 5 Tangente a la parabole. rayon lumineux issu du foyer se réfléchit sur le miroir (localement assimilable a
sa tangente) suivant une parallele a 'axe de la parabole (phare) ; dans 'autre sens,
les rayons lumineux paralleles & I'axe sont concentrés au foyer (antenne, téléscope,
four solaire...).

Sila parabole est représentée par son équation réduite y* = 2px, un point N(x, )
appartient 4 la tangente en M (xp, o) si et seulement si : NH?* = NF?, soit :

() e = ()

ce qui équivaut a:  yyy = p(x + xp). On retrouve le méme principe de « dédou-
blement » déja rencontré pour les cercles.

QPour Sentrainer : ex. 5)

Antenne parabolique.
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) Ellipse

3.1e Equation réduite

On appelle ellipse une conique d’excentricité e < 1. Son équation dans le repere
choisi au §1.2 est: 2 +y2 = (ex +p)2, C’est-a-dire :

(1 - <x2— 2ep x) +y2:p2

1 —¢?

Effectuons un changement de repere en choisissant pour nouvelle origine le point

0(17172,0). Les coordonnées (X,Y) de M dans le nouveau repere sont
—e

X=x— a
données par : 1 —¢?> . L’équation de ellipse devient :
Y=y
2.2 2
Ny2 . y2 2. €p P
(1—=e)X"+Y =p a8
V4 )4 s S -
Posons a = —— et b= ——. L’équation de lellipse s’écrit :
1—¢ V1—¢?
X2 y?
St = 1 (équation réduite de I'ellipse)
a
~
”3| Q @
| 8
” =
= N@|°
3 3
J B =
° 2
=
x! x'

3
Doc. 6 Ellipse. Sur cette figure, ¢ = i

On remarque que ellipse a deux axes de symétrie (Doc. 6). 1l existe donc un

deuxiéme foyer F’ et une deuxi¢me directrice D', symétriques des premiers par

rapport & 'axe OY. Les foyers ont pour coordonnées (ez,0) et (—ea,0); les
a

. . L a
directrices ont pour équations X = — et X = ——.
e e
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I
B(0,b)
bsint M@
t
% acost A(a,0)

Doc. 7 Cercle principal d’une ellipse.

Doc. 8 Projection d’un cercle sur un
plan.

Photo infrarouge de Saturne par le
téléscope spatial Hubble (NASA).

o a estappelé demi-grand axe.
o b estappelé demi-petit axe (on vérifie que & < a).
o OF = ¢ = ea estappelé demi-distance focale.

On remarque que #* = b* + ¢*, Cest-d-dire que le triangle (OBF) est
rectangle en O.

3.2 ¢ Paramétrage de l'ellipse

Lellipse C est 'image du cercle de centre O de rayon a (appelé cercle prin-
cipal de lellipse) (Doc. 7) par 'application affine définie analytiquement par :

X =X
b
Y'=-Y
a
. . . 3 b
Cette application est appelée affinité orthogonale d’axe (OX) et de rapport —.
a

On en déduit un paramétrage simple de ellipse :

X(t) =a cost
Y(t) = bsint

3.3 ¢ Projection orthogonale d’un cercle de I'espace sur
un plan

L’espace étant rapporté a un repere orthonormal (0,7, 7, 4), soit C le cercle de
centre O, derayon R, dansle plan P contenant 'axe Ox et faisant un angle
a avec'axe Oy (Doc. 8).

Le cercle C est 'intersection de P et de la sphere de centre O de rayon R il
a donc pour équations :

{x2+y2+z2:R2

z=ytana
On en déduit: 2 +y2(1 +tan’ @) = R?, soit:
2 5

+ _—m
R R?2cos?o

La projection orthogonale de C sur un plan paralléle 3 (xOy) est donc une
ellipse de demi-grand axe R et de demi-petit axe Rcosa. On en déduit que sa

.. . L., c .
demi-distance focale est ¢ = Rsina, et son excentricité : ¢ = — = sin .
a

Ceci explique pourquoi un cercle de 'espace est vu en perspective sous forme d’une
ellipse ; on pense par exemple aux anneaux de Saturne.

0 Pour s’entrainer : ex. 2)
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Doc. 9 DPropriété bifocale de Iellipse.
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3.4 ¢ Définition bifocale de I'ellipse

Projetons un point M de lellipse orthogonalement sur chacune des directrices
D et D' en H et H' (Doc. 9). Du fait de la définition d’une conique :

MF MF’
Wzmze 5 d’ou MF+MFI:€(MH+MH/)
2
Comme M € [HH'), MH +MH' = HH' = ~*. Dot
14

VM € C MF + MF' = 2a

Nous admettrons que réciproquement, tout point vérifiant cette relation appartient
alellipse C (on peut le vérifier analytiquement).

Une ellipse est donc 'ensemble des points dont la somme des distances & deux
points fixes est constante. Ce principe sert aux jardiniers a tracer de belles plates-
bandes elliptiques.

3.5 Tangente a I'ellipse

. . . . x(t) = a cost .
Soit E Uellipse définie paramétriquement par : ) ; considérons
() = bsint

le point M, de E de coordonnées xy = a coszy, yo = b sing. La tangente a
E au point M, est la droite passant par M, et dirigée par le vecteur :

dM b
- (to) = (—d sin 10, b Ccos t()) = | — Do ) a
dr b’ a

Son équation cartésienne est donc :

ce qui équivauta: —— + —— = — + ==, ouencorea:
a

2 2
XX 0 X,
20 o _ % K

2 P 2 R

2 2
. N X . .
comme M, appartienta E, —g + % = 1; Iéquation de la tangente est donc :
a
XX0 )/_}/()
T + T =1
a b

On retrouve encore le principe de « dédoublement », comme pour le cercle et la
parabole.
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APPLICATION 1

Propriété géométrique de la tangente a I'ellipse

Supposons lellipse paramétrée, et dérivons la relation :

M M
—
M- M- 22
dr e _
— : =
[ EM| || F'M
— —
M - F'M
Posons # = ——— et #/ = ———=— (ce sont
| £M || (| F'M || F/
des vecteurs unitaires des droites (FM) et (F'M)).
Ona:
dM
(Z?+ u’) . I =0
La tangente en M 2 lellipse est orthogonale 2

- 5 . . £ > TATLT
i+ :Cestlabissectrice extérieure de I'angle FMF’

Doc. 10
(Doc. 10). -

D Hyperbole

4.1 ¢ Equation réduite

On appelle hyperbole une conique d’excentricité ¢ > 1 (Doc. 11). Son
équation dans le repére choisi au §1.2 est: x* + y* = (ex + p)*, Cest-a-dire :

2
(-1 <x2 t e_‘blx> —)/2 = —pz

Effectuons un changement de repere en choisissant pour nouvelle origine le
point  O(— id 0). Les coordonnées (X,Y) de M dans le nouveau

-1 .
X=x+— ?
repere sont données par : e - L’équation de T'hyperbole
Y=y
devient : S, 5
2 2 2 P 4 V4
-DX° -V =— =
(e ) 7 -1 -1
Posons a = ZP [ b= \/2})—1 L’équation de I’hyperbole s’écrit :
e — s —
x? r?

i 1 (équation réduite de 'hyperbole)
a
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Ay
T T T
! U
U/—_\
M
o‘}@
‘ a
&
K’ K A
x’ —al O a a
e e
7
B i T &
=
| o =
| S | ©
;j =
2 8
e £
gl 1,8
© bS]

Doc. 11 Hyperbole. Sur cette figure ¢ = /5.

Comme pour lellipse, on remarque que 'hyperbole a deux axes de symétrie. Il

existe donc un deuxieme foyer F’ et une deuxieme directrice D', symétriques

des premiers par rapport 4 'axe OY. Les foyers ont pour coordonnées (ea, 0) et

(—ea,0) ; les directrices ont pour équations X = - et X = ——. En posant
e e

¢ = OF = ea, on remarque que &’ + b = ¢*.

b
L’hyperbole a de plus deux asymptotes, d’équations ¥ = £—-X. Ces asymptotes
a

coupent les tangentes aux sommets A et A" de I’hyperbole en des points de
coordonnées (£a, £b), qui appartiennent donc au cercle de centre O de rayon
¢ (appelé cercle focal).
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D’ D
H' H
/
7
F/| O F

Doc. 12 Propriéeé bifocale de
I'hyperbole.

On peut montrer par ailleurs que les asymptotes coupent les directrices en quatre
points U, U’, V, V' appartenant au cercle de centre O de rayon @ (appelé
cercle principal).

4.2 e Paramétrage de I’hyperbole
On peut s’inspirer du paramétrage de lellipse en remplagant les fonctions
circulaires par les fonctions hyperboliques :

X(t) = +acht

Y() = bsht

4.3 o Définition bifocale de I’hyperbole

Projetons un point M de T'hyperbole orthogonalement sur chacune des
directrices D et D' en H et H' (Doc. 12). Du fait de la définition d’une

conique,

MF  MF
MH ~—~ MH'

=¢ ; dou |MF— MF'|=eMH+MH'|
2
Comme M estal'extérieur du segment [HH'], |MH — MH'| = HH' = iy
e
Dot :
VM eC |MF—MF|=2a

Nous admettrons que réciproquement, tout point vérifiant cette relation
appartient & Uhyperbole C (on peut le vérifier analytiquement).

Une hyperbole est donc’ensemble des points dont la différence des distances & deux
points fixes est constante. On retrouve ce principe dans les figures d’interférence
de deux ondes (fentes de Young). Il est utilisé dans certains procédés de radio-
navigation.

4.4 ¢ Tangente a I’hyperbole

x(t) = acht

y(t) = bshr
considérons le point My de H de coordonnées xg = achz, y = bshg. la

Soit A la demi-hyperbole définie paramétriquement par :

tangente 2 / au point M estla droite passant par M, et dirigée par le vecteur :

dM b
2 () = (ashry, bechgy) = (22 22
dr b a

Son équation cartésienne est donc :

bx() a)o
) — 22—y =0
— (e —x0) = =70 — )
b bxt
ce qui équivaut a : % - ﬂy—zo = % — % , ouencorea:

2 2
0 W X N

a2 b? 2 b
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2
. N X , .
comme M, appartientd H, ~9 — )fj = 1; Péquation de la tangente est donc :

2 b

o _Jh _
a? »

Il en est de méme pour la tangente & lautre branche, symétrique de A par rapport

alaxe Oy.

On retrouve toujours le principe de « dédoublement ».

APPLICATION 2

Propriété géométrique de la tangente a I’hyperbole

Supposons T'hyperbole paramétrée (Doc. 13), et orthogonale a % —#' : C’est la bissectrice intérieure de
0 b —
dérivons la relation : Pangle FMF'.

—_—
VEM?2 —\ F'M? = 2¢a

(¢ = =£1 suivant la branche de I'hyperbole sur
laquelle est situé le point M) :

de e _ F'
— : =
FEM | F'M |
— —
. FM - F'M
Posons 4= ——— et ¥ = ———
1M | | FM |

(ce sont des vecteurs unitaires des droites (FM)
et (F'M)). La tangente en A 4 I'hyperbole est Doc. 13 Tangente a 'hyperbole.

QPour sentrainer : ex. G, 7)

BB Retour au cas général

Pour obtenir les équations réduites des différentes coniques, nous avons été amenés
a effectuer un changement de repére dépendant de la valeur de I'excentricité
e. Représentons maintenant toutes les coniques trouvées dans le repere initial
(Doc. 14). On voit qu’une parabole peut étre considérée comme le cas limite d’une
ellipse ou d’une hyperbole dont le deuxi¢me foyer serait rejeté a I'infini.

qpour sentrainer : ex. 3, 4)
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Doc. 14 Coniques de directrices D et de foyer F.

D Réduction de I'équation cartésienne
d’une conique

6.1 Sans termes du premier degré

Le plan étant rapporté & un repere orthonormal (O, 7,j), considérons I'ensemble
de points £ défini par I'équation cartésienne :

ax* +bxy+cyt =1
Effectuons un changement de repere par rotation :
7= cos07+sin6)
{j = —sinf7+ cosef
De Pégalité OM = x7+y7=X1+ Y], on dédui :
x =Xcos6 — Ysinb
y=Xsin6 + Y coso
L’équation de £ devient:
a(X cos® — Vsin0)? + b(X cos8 — Y sin6)(X sin 6 + ¥ cos0)
+c(Xsin@+ Ycos0)? =1
En développant cette expression, on obtient AX? + BXY + CY? = 1, ou:
A= acos’ 0+ bcosOsin 0 + csin” 6
B = —2asinfcos® + bcos’ 0 — bsin® O + 2csin 6 cos

C = asin®0 — bcosOsin 6 + ¢ cos® 6
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soit en particulier : B = (¢ — a) sin 26 + b cos 260

On peut toujours trouver 6 pour que B =0 :

LA
2

4

—sia=c¢, 6=

1
—si a# ¢, 8= —Arctan
2 a—c

Dans ce cas, 'équation de £ devient : AX? + CY? = 1.

e Si A ou C est nul, £ est soit vide, soit la réunion de deux droites
paralleles.

e Si A et C sontstrictement négatifs, £ est vide.

o Si A et C sont strictement positifs, £ est une ellipse (si 4 = C, il sagit
d’un cercle).

e Si A et C sont non nuls et de signe contraire, £ est une hyperbole.

La nature de &£ pouvait-elle étre prévue au départ?
Remarquons que les coefficients A, B, C' vérifient :

A+C = a+c
A—C = (a—c)cos20+ bsin26
B = —(a—¢)sin26 + bcos 26

d’oti l'on tire :

Bi(A—CP —A+O) = +(a—0*—(a+0)?
Cest-a-dire : B? — 4AC = b* — 4ac
Le discriminant A = 6* — 4ac est invariant dans le changement de repére.

Lorsqu’on a choisi B = 0, A = —4AC. On en conclut que la nature de &
dépend du signe de A :

e Si A=0, & estsoitvide, soit la réunion de deux droites paralltles.

e Si A<O0, & estsoitvide, soit une ellipse (éventuellement un cercle).

e Si A>0, & estunehyperbole.

APPLICATION 3

Exemple de réduction de I’équation d’une conique

Le plan est rapporté & un repére orthonormal (O, Z]) («',') dans le repere R', on peut écrire :
Soit E l'ensemble des points de coordonnées (x,y) tels .
que: x* —xy+y* = 1. Reconnaitre l'ensemble E grice xi+yj=xT+)+y(=7+j)
& un changement de repére. Tracer E. xi+y = — )7+ (& +y)]

D’ou, d’apres 'unicité des coordonnées d’un point :

sz N - 7 AC / /
Considérons le repere R = (0,7’,;'), défini par : x=x —y
7 =7+j et j/ = —7+j. Pour tout point M y=x'+y

du plan de coordonnées (x,y) dans le repere R et
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L’équation de I'ensemble E dans le repere R’ est

donc:
!/
(xl _)’I)Z _ (.X'l _}/)(xl +)’l) " (xl +},l)2 =1 y, X
ce qui équivaut a :
x/2 " 3}//2 -1
On reconnait I'équation d’une ellipse de demi-grand
1 X
axe 4 = 1, de demi-petit axe 6 = ER dans le
repere R'. B’
Pour tracer £ (Doc. 15), on peut placer les sommets
A,A',B,B" de lellipse dans le repere R', et utili- Al
ser quelques points remarquables dans le repere R :
(1,0), (=1,0), (0, 1), (0, = 1). G

6.2 ¢ Avec des termes du premier degré
Soit maintenant £ I'ensemble défini par I'équation cartésienne :
ax* +bxy+cy’+dx+ey+f =0
La méthode précédente conduit & une équation de la forme :
AX? + CY? + DX +EY +f =0
B Si A# 0, on peutécrire: AX? + DX = A <X+ Z)z o

—
20)  4C’

D
Ainsi, si AC # 0 (Cest-a-dire A # 0), on peut poser : X' = X + L

E\® P
m Si C#0, on peut écrire : CY2+EY:C<Y+)

Y'=Y+ 7C (ce qui revient A faire un nouveau changement de repeére par

translation). On aboutita: AX?+CY? =F

Si F # 0, on obtient alors les mémes résultats que précédemment. Seul change le
centre de lellipse ou de hyperbole. Si # =0, &£ estla réunion de deux droites
ou un singleton, ou I'ensemble vide.

m Si AC =0 (Cest-a-dire A =10) :
o Si A=0, léquationde & devient: CY"*+ DX =F :

— si D=0 : & estsoit vide, soit la réunion de deux droites paralleles.

F
— si D # 0, I'équation devient CY'*+DX' =0, ot X' =X — D E est
une parabole, d’axe parallele 3 (0OX).
o Si C=0, léquation de £ devient: AX? + EY = F :

— si £=0: & estsoit vide, soit la réunion de deux droites paralltles.

F
— si £ %0, I'équation devient AX"* +EY' =0, ot Y/ =V — Z
& est une parabole, d’axe paralléle 2 (OY).

QPaur s’entrainer : ex. 8 et 9)
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N METHODE M

m La conique de foyer F, de directrice D, d’excentricité e est 'ensemble des points M du plan tels que
MF

AM.D)

@o

mm Equation cartésienne dans un repére d’origine F : X+ y2 = (ex + p)2

V2

mm Equation polaire: p= —*+——
1 —ecos6

¢ = 1. Parabole; équation réduite : y2 = 2px

2
12
: x(8) = -
paramétrage : 2p
o) =+
5
e < 1. Ellipse; équation réduite : 2t 1
c=ea, i =b+c
x(t) = a cost
paramétrage : .
y(t) = bsint
2P
e > 1. Hyperbole; équation réduite: — — e 1
a

2 b

c=ea, ¢ =a"+b*. Asymptotes y = +—x.
a

x(t) = acht

prremrege (s Emi ypeibele) s {y(r) — bsh

mm Pour réduire 'équation générale d’une conique :
o supprimer les termes en xy grice & un changement de repére par rotation ;

e supprimer si possible les termes du premier degré grice 4 un changement de repére par translation.

UN ENSEMBLE DE POINTS

Le plan est rapporté & un repére orthonormal (O, Z;) On consideére les points A(1,0), B(0,1). Soit E [ensemble des

points dont la somme des carrés des distances aux trois cotés du triangle (OAB) est égale &

m_\»—‘tc

@D Montrer que E est une elll;we dont on déterminera les éléments caractéristiques.
@ Montrer que E est tangente aux droites (OA) et (OB).

©) Trouver une représentation paramétrique de E dans le repere initial.
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Conseils

Voir au chapitre 4, § 4.5, le calcul de la
distance d’un point a une droite.

Les termes du second degré font appa-
raitre un symétrie entre x et .

Reconnaitre une équation de la forme
) )
X° Y- i

.
a? b*

Solution

1) Soit M(x,y) un point quelconque du plan. La distance de M a (OA)
est |y|; ladistance de M 4 (OB) est |x|; ladistance de M 2 la droite
ey 1]

V2

(AB), d’équation cartésienne x+y =1, est: . Une équation

cartésienne de E est donc :

—-1)? 1
Ragp, Ery =1
2 3

ce qui équivaut a :
2
2x2+2y2+x2+2xy+y2—2x—2y+1: g

1
3x2+2xy+3y2—2x—2}/:—§

On reconnait I'équation d’une conique.
Le discriminant est A = 4(1 — 9) = —32; il est strictement négatif : E
est une ellipse.

. s T
Effectuons un changement de repére par rotation d’angle 6 = — :

4
V2, V2

x=x- 2y
2 2
2 2
y=Px Gy

L’équation de £ devient :

1
4X2 427 —2V2X = -3

soit, en regroupant les termes en X sous la forme canonique :

2
4( _£>_1+2y2=_1
4 2 3

2
24( —?) + 1272=1

E est une ellipse de centre Q, de coordonnées (Xo, Yo) =

(29

11
dans le nouveau repere, Cest-a-dire (xq,y0) = (4, 4> dans Pancien
V12
repere. Son demi-grand axe (sur OY) vaut 2 = 7 = ?, son demi-

. V24 V6
petit axe (sur OX) vaut b = > =13

V6 . c V2
c=\at - b = TR son excentricité est ¢ = — = —.

a 2

Sa demi-distance focale est
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Chercher les points d’intersection de £

avec (OA) et (OB).

Voir au paragraphe 3.2 le paramétrage
d’une ellipse.

Coniques

2) Pour vérifier que £ est tangente & (OA) et (OB), on peut utiliser
lancien repere. L’abscisse du point d’intersection de £ avec 'axe (Ox)

e P 2 1 S  p
vérifie équation : 3x° — 2x + 3= 0; le discriminant est nul : I'équation
. Lo,
a une solution double x = —. L’ellipse E est donc tangente & (Ox) au

1
int (-,0]).
pOlIlt (3 >

Du fait de la symétrie par rapport a la droite d’équation y = x (qui
est le petit axe de l'ellipse), E est également tangente 2 (Oy) au point

)

3) On peut paramétrer £ dans le nouveau repere par :

X)) = g + ? cost

Y = ﬁ sin ¢
12

ce qui donne, dans 'ancien repere :

V2 V2

X(Z’) = TX(Z') — TY(l’)

V2 V2

(B = -5 X () + St (1)
x(t) = L ﬁ cost+ —— sint
. 4 12 12
soit :
(1) = 1 -+ ﬁ cost+ — sint
12 12

Ce paramétrage permet de représenter Uellipse £ sur la calculatrice :

- {— Er:-z;m Tr‘ac,eTRegr*aphTMFastTh D:*E;u]t? é'? EF-’:E

SFLOTE
“wtl=1-4 - % ~cos(h) + "E

J_Eu B

~=inltl

“utl=lsg4 + o= cos(t) + 5= -sinlt)

MAIM RAD AUTO FAR




&D vrai ou faux?

a) L’équation polaire p = représente une para-

1 — cos6
bole.
2 2
37 . 7 X 2
b) L’équation cartésienne -t ” = 1 représente une
a

ellipse de demi-grand axe # et de demi-petit axe &.

¢) L'ensemble des points dont la somme des distances a
deux points fixes est constante est une ellipse.

d) Les asymptotes et les tangentes aux sommets d’une hy-
perbole se rencontrent sur le cercle focal.

e) Toute équation de la forme ax*+bxy+cy* +dx+ey+f = 0

représente une conique.

8 On observe un croissant de Lune; quelle est la nature

de la courbe (appelée terminateur) qui sépare la partie éclai-
rée de la partie sombre?
La lunaison, durée qui sépare deux nouvelles Lunes consé-
cutives, vaut en moyenne 7 = 29,5 jours. Déterminer en
fonction de '4ge» ¢ de la Lune (temps écoulé depuis
la derni¢re nouvelle Lune, mesuré en jours), la fraction du
disque lunaire éclairée par le soleil.

9 Soit C et C' deux coniques de méme directrice D,
de foyers correspondants F et F' distincts, d’excentricités
e et ¢ distinctes. Démontrer que les points d’intersection
de C et C', s'il en existe, sont cocycliques.

0 Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O, 7,7).

1) Déterminer 'ensemble des points F, foyer d’une co-
nique de directrice associée (Ox), passant par les points
A(—1,2) et B(1,1).

2) Préciser, suivant la position de F sur cet ensemble, la
nature de cette conique.

6 Déterminer une parabole P connaissant :
1) Le foyer F, le parametre p et un point A de P.
2) Le foyer F et deux points A et B de P.
3) La directrice D et deux points A et B de P.

6 Soit A et B deux points distincts du plan, 7 le
milieu de [AB]. Déterminer 'ensemble des points M du
plan tels que : MI* = MA MB.

6 Soit A, B, C trois points distincts d’une hyperbole
équilatere AH. Démontrer que l'orthocentre du triangle
ABC appartienta H.

8 Déterminer la nature et les éléments caractéristiques
des courbes d’équation cartésienne :

a) x2—2y2+x—2y:0; b) y2+3x—4y:2;
d) *+V3x+x=2.

O XPrxwy+yt=1;

0 Déterminer I'ensemble des sommets et des foyers de
Iellipse d’équation :

4yt —2x=0 ot A€R}

Exercices posés aux oraux des concours
@ (centrale-Supelec 2006)

On se donne une parabole P de foyer F, de directrice
D, etunedroite A du plan, non perpendiculairea D . On
note A" la perpendiculaired A passant par F, A le point
d’intersection de A et A, et B le point d’intersection de
D et A'. On considére un point M sur A et son projeté
orthogonal A sur D.

Montrer que M appartient & P si et seulement si
BH* = AB* — AF* .

En déduire lintersection de P et A suivant la position
de A.

@@ (Mines-Ponts 2006)

Soit P une parabole d’axe A etde tangente a l'origine D .
Soit M et N deux points de la parabole, / le milieu
de [MN], ] le projeté orthogonal de 7 sur A et K
I'intersection di}a médiatrice de [MN] avec A.

Montrer que /K est constant.

@ (centrale-Supelec 2006)

Donner I'équation de la normale en un point M (xy, yo)
de la parabole P d’équation y* = 2px .

Que dire de I'isobarycentre de 3 points de la parabole dont
les normales sont concourantes ? Montrer que I'origine et 3
points de la parabole dont les normales sont concourantes
sont cocycliques.



Géométrie
élémentaire
de Pespace

INTRODUCTION

o Réviser les notions de géométrie
dans lespace étudiées jusqu’en
Terminale.

e Introduire des outils nouveaux :
produit scalaire, produit vecto-
riel, produit mixte, coordonnées
cylindriques et sphériques, qui
serviront notamment en phy-
sique.

o Approfondir la notion de linéa-
rité évoquée dans le chapitre pré-

cédent.

Ytude de la géométrie dans l'espace prépare une
L étude plus approfondie des espaces vectoriels de
dimension finie qui occupera la cinquieme partie de
cet ouvrage. Elle est également indispensable pour
['étude de nombreux chapitres de Physique : mé-
canique, électromagnétisme, optique, ainsi que de
Sciences de 'Ingénieur.




Doc. 1 Coordonnées dans I'espace.
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) Modes de repérage dans I’espace

1.1 Repeére cartésien

Un repere cartésien de U'espace est la donnée d un point O appelé origine du
repere et de trois vecteurs non coplanaires 7, ; et k, appelés vecteurs de base.

On note le repere (O, z,]7/e) (Doc. 1).

Les droites passant par O de vecteurs directeurs respectifs 7, ; et % sont appelées
axes du repere, et notées (Ox), (Oy), (Oz).

Etant donné un vecteur # quelconque de I'espace, soit #, le projeté de # sur
(Ox) parallelement au plan (yOz), i, le projeté de # sur (Oy) parallele-
ment 2 (z0x) et #3 le projeté de # sur (Oz) parallelementd (xOy). Ona:

i =i + iy + 3. Comme i, iy, #3 sont respectivement colinéaires a 7, j

—

et k, il existe des réels x, y, z telsque:

—

Lo
i=xi+yj+zk

Le triplet (x,y,2) est unique; en effet, supposons que :

U= +z k= z+y'f+z/;

alors: (z—2) k= ' —x)7+(/ —y)]_"; comme % n’est pas dans le plan (xOy),
cette égalité entraine: z— 2" =0 et (X' —x)7+ () — y)fz 0, d’ol par unicité
des coordonnées dans le plan : X —x=0 et y' —y=0.

Les réels x, y et z sontappelés coordonnées de # dans la base (7, 7, k).

Etant donné un point M quelconque de I'espace, on appelle coordonnées de M
g — 5o
dansle repere (O,7,7, k) les coordonnées du vecteur OM danslabase (7,7, k) :

— 5 -
OM =xT+yj+zk

Remarque : Comme en géométrie plane, les calculs peuvent étre grandement facilités

par le choix judicieux d’un repére. Par exemple, dans un probleme portant sur un

—_ = —
tétraédre (ABCD), on pourra choisir le repére (A, AB, AC, AD).

1.2 @ Repére orthonormal. Orientation

Si les vecteurs de base du repere sont unitaires et orthogonaux, le repere est dit
orthonormal (Doc. 2) :

- —

I71=I7 =l #l=1 ; 7:j=j k=Fk-7=0

Remarque : Nous verrons plus loin que les coordonnées dans un repére orthonormal

permettent une expression particulierement simple du produit scalaire de deux vecteurs
et de la norme d’un vecteur. En conséquence, on emploiera de préférence ce type de
repere dans toutes les questions faisant intervenir des distances et des angles.

Nous admettrons que deux reperes orthonormaux sont toujours image 'un de
'autre par un déplacement de 'espace (composée de translations et de rotations),
ou par un antidéplacement (composée d’une symétrie plane et d’un déplacement).
On dit que les deux repeéres ont la méme orientation il s’agit d’un déplacement,
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Doc. 5 Coordonnées cylindriques.
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ou une orientation contraire s’il s’agit d’un antidéplacement. Il y a donc deux
classes de repéres orthonormaux.

Orienter Pespace, c’est choisir I'une des classes, dont les éléments seront appelés
reperes orthonormaux directs, les autres étant dits rétrogrades.

Il n’existe aucun critére mathématique pour privilégier une orientation plutét
qu’une autre ; ce choix ne peut étre qu’arbitraire. En général, on convient de dire
que le repere (0,77, k) est direct si lorsqu’on tourne de 7 vers j, on progresse
dans le sens de % en vissant (Doc. 3) (pensez a un tournevis, un tire-bouchon ou
un robinet que I'on ferme). Ces conventions sont souvent utilisées en physique
(électromagnétisme) et en chimie (molécules chirales).

Il est important de remarquer que l'orientation de I'espace n’induit pas d’orien-
tation particuliere d’un plan de cet espace. Pour orienter un plan P, il suffic
d’orienter une droite D orthogonale & P, en choisissant un vecteur % unitaire
de D (il y a deux possibilités) ; une base orthonormale (?,]) de P sera dite
directe si la base (7, k) est directe dans I'espace. On dit alors qu’on a orienté le
plan P par le vecteur normal k (Doc. 4).

1.3 o Coordonnées cylindriques

L’espace étant orienté, soit R = (O, 7,7, k) un repére orthonormal direct (Doc. 5).
On oriente le plan (xOy) par le vecteur normal 4. Pour tout point M de
Iespace, de coordonnées (x, y,z), on peut représenter en coordonnées polaires le

projeté orthogonal H de M sur le plan (xOy) : O—I)-I = ru(0), ol #(6) =
cos@ 7+sinf ;, d’ou:

—_— —_— - -

OM = OH +zk =ru®) +zk
On dit que (7,6, 2) estun triplet de coordonnées cylindriques du point M.

Remarque : Comme les coordonnées polaires dans le plan, les coordonnées cylindriques

d’un point de l'espace ne sont pas uniques.

On privilégiera l'emploi de coordonnées cylindriques dans rour probleme oix une droite
particuliere joue un réle remarquable (par exemple en physique, étude du champ
électrique créé par un fil rectiligne uniformément chargé).

On peut facilement exprimer les coordonnées cartésiennes d’un point en fonction
de coordonnées cylindriques :

X =7 cos6

y=rsinb

z=2z

1.4 ¢ Coordonnées sphériques

L’espace étant orienté, soit R = (O, 7,], /;) un repere orthonormal direct. On
oriente le plan (xOy) par le vecteur normal 4. Pour tout point M de I'espace,
on considere le point A, projeté orthogonal de M sur le plan (xOy) (Doc. 6).
Soit :

—
o 7 ladistance OM : r=| OM || ;

e 0 une mesure dans [0,7] de I'angle (,Z:, W) (on notera que cet angle
n'est pas orienté, car on n’a pas défini dorientation du plan (zOM)) ;
60 est appelée colatitude de M ;
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* ¢ une mesure de 'angle orienté (7, O—I-}) (si M appartienta (Oz), ¢ peut
étre quelconque) ; ¢ est appelée longitude de M.

On dit que (7,0, ¢) est un triplet de coordonnées sphériques du point M. On

—_— — -
OH =rsin® u(p) ; HM =r cos k

x = 7 sin 6 cos ¢
y=rsinfsing

Z =1 cosf

Remarque : On privilégiera l'emploi de coordonnées sphériques dans tout probleme
it un point central joue un réle remarquable, par exemple en navigation maritime
ou aérienne, ou en astronomie. Dans ces applications, on préfere souvent utiliser la

latitude 2\ = 7—2[ — 0.

QPour Sentrainer : ex. 2. et exercice re’solu)

) Produit scalaire

2.1 ¢ Définition

Soit # et ¥ deux vecteurs de I'espace. Ils appartiennent nécessairement 2 un
méme plan P. On appelle produit scalaire de # et # leur produit scalaire dans
le plan P, Cest-a-dire le réel :

i- 7= dllll 7] cos(d )

On remarque que cette définition ne nécessite pas de choisir une orientation du
plan P, ni méme de I'espace tout entier.

Comme en géométrie plane, on montre que le produit scalaire de 'espace est une
application bilinéaire symétrique.

APPLICATION 1

Linéarité d’une application; approfondissement

Revenons sur la notion d’application linéaire, évoquée Soit 4 = (7,7, #) unebasede E; montrons que I'ap-

dans UApplication 2 du chapitre 4 : Géomérrie Elé- plication f* est linéaire si et seulement si pour tout
. . bl 1 3 .

mentaire du Plan. Soit E 1'ensemble des vecteurs de triplet (x,y,2) € R’ :

Iespace. On dit qu'une application f* de E dans E SE R = i
(ou dans I'ensemble des vecteurs d’un plan, ou dans feiryj+zl) =xf@D+yfG)+2f(B) D)

R) est linéaire si pour tous vecteurs #, 7 de E et o Si f est lindaire, elle vérifie par définition I'éga-
tous réels o et B : lieé (1).

Flaiis B9) = af @ + BF@)

e Si f vérifie Pégalité (1), alors pour tous vecteurs
i=x7+yj+zk v=xT+yj+7k de E et
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tous réels o et B :

flaii+ ) = (ax + BFG)
+ (oy + ﬁy’)f(]_") + (az + ﬁz’)f(/;)

—a <xf(r) () + zf(/?é)>

+f <x’f(2) +y/f(]_") + z/f(/;)>
=af(@)+Bf @)

[ estlinéaire.

Ainsi, une application linéaire f est entierement dé-
terminée par les trois images £(), (), f(k). Si
I'ensemble d’arrivée est E, il suffit de connaitre les
coordonnées de ces vecteurs, que I'on peut disposer en
colonnes dans un tableau, appelé matrice de f dans

la base & :

@ fG f&

a1 412 413
Mb(f)z a1 Dy D3

a3 43 433

Exemples :
e Homothétie /4 de rapport .

h(xT+yj+zhk) = kxi+kyj+hzk
= xh(@) + yh() + z h(k)

donc 4 est linéaire ; sa matrice est :

Géométrie élémentaire de I'espace

k0 0
Mh)y=| 0 £ 0
0 0 £

o Projection p surleplan xOy parallelementa Oz.
plei+y]+ zk) = x7+y]
= 0@ +y2() + 2p®)

donc p est linéaire ; sa matrice est :

1 00
Mp=|0 10
0 0 0

¢ Rotation r d’axe Oz d’angle 6.
r(x7+yf+ zz) = (xcos@ — ysin6) 7
+(xsin 6 + y cos 9)]_"+ 2k
=x7(7) +)/r(]_") + zr(/?)
donc 7 est linéaire ; sa matrice est :

cosf —sing® 0
My(r) = sinf  cos6 O
0 0 1

Il est clair que la composée de deux applications li-

néaires est linéaire. Nous verrons dans le chapitre 24 :
Matrices comment calculer la matrice de la composée.

2.2 e Expression dans une base orthonormale

Soit (7,7, k) une base orthonormale, #, 7 deux vecteurs de coordonnées respec-

tives : (x,7,2) et (x',y,2). Calculons le produit scalaire de # et 7 :

iv=(xi+yj+zk) - Ty 2 k)
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On peut développer grice la bilinéarité du produit scalaire et
utiliser le fait que la base est orthonormale, c’est-a-dire que le
produit scalaire de deux vecteurs de base distincts est nul, tandis
que le produit scalaire d’un vecteur de base par lui-méme est égal
2 1. On obtient :

A1 sebr-a|o ot e ot e eramIalc125n Up|

17 14 = =7 / /
mdotPl| 25 33 U-Uv=xx +y) +22
il L&

dotP<[1:2:;31,.[4:5:61> On en déduit Pexpression de la norme d’un vecteur :
=TT Eal AUTO FUMC 1./ %0

La fonction dotP calcule le produit scalaire de deux vecteurs || % ||= Vii- i = 4/x? +}/2 +z2

représentés en ligne ou en colonne.

On obtient également la distance de deux points de I'espace, en fonction de leurs
coordonnées dans un repere orthonormal :

N
AB :” AB ||= \/(xB —x4)? + (s —}/A)2 + (25 — z4)?

BE) Produit vectoriel

X 3.1 e Définition

=l

L’espace étant orienté, soit #, # deux vecteurs. Soit P un plan contenant # et

o v. Orientons le plan P en choisissant un vecteur normal unitaire & (Doc. 7).
u . o~ , . -

P Ceci permet de définir le déterminant Det(#, 7).

Doc. 7 Produit vectoricl. On appelle produit vectoriel de # et 7 le vecteur :

A7 =Det(#, )k

Remarque : Cette définition dépend de l'ovientation choisie dans lespace. Si on avait
choisi ['orientation contraire, on aurait obtenu un produit vectoriel opposé pour les
mémes vecteurs U et v.

En revanche, le résultat ne dépend pas de ['orientation choisie dans le plan P, car
en choisissant lorientation contraive, Det(il, v) et k sont tous deux changés en leur

oppose.

La norme du produit vectoriel de # et 7 est donnée par :

| A7 ||= |Detl@, )| =|| # ||| 7 || |sin@, )]

Clest l'aire du parallélogramme construit sur les vecteurs # et 7 (Doc. 8).

=
u

Il en résulte que # A7 =0 sietseulementsi # et ¥ sont colinéaires.

Doc. 8 Norme du produit vectoriel.

3.2 ¢ Antisymétrie

Le déterminant de deux vecteurs est antisymétrique :
Det(v, ) = —Det(#, ¥). Par conséquent :

UNi=—UNT

On dit que le produit vectoriel est antisymétrique.
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Doc. 9 Linéarité du produit vectoriel

par rapport au deuxiéme vecteur.
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3.3 e Bilinéarité

Soit # un vecteur non nul donné. Pour tout vecteur # de'espace, on peut obtenir
le produit vectoriel # A 7 en composant les applications suivantes (Doc. 9) :

.. - . R
e projection sur un plan orthogonal & #, ce qui donne un vecteur 7; de norme
| 7| [sin(, )] ;
. > T . ; —

o rotation d’angle + dans ce plan orienté par le vecteur normal 7,

ce qui donne un vecteur 7, de méme norme directement orthogonal i
i et U3

o homothétie de rapport || # ||, ce qui donne un vecteur 73 de norme
|| % || || 7 |sin(#, )| directementorthogonala # et ¥, cest-a-dire le vecteur
UNT.

es trois applications sont linéaires (voir ication 1). Il en résulte que I'ap-
Ces t licat tl Applicat 1). 11 It \
plication 7 +— # A 7 est linéaire, comme composée d’applications linéaires. Ce
résultat reste bien stir valable si le vecteur # est nul.

Du fait de antisymétrie, pour tout vecteur 7 fixé, Uapplication # +— # A ¥ est
également linéaire. Le produit vectoriel est donc une application bilinéaire.

3.4 ¢ Expression dans une base orthonormale directe

L’espace étant orienté, soit (7,7,4) une base orthonormale di-

T FeT Faw T Fiv T FE T Fav ¢ cta
~ f=|filgebra|Calc|Other|Praml0|Clean Up recte, #, v deux vecteurs de coordonnées respectives : (x, ¥, 2)

1 4
m crossP|| 2] 5
3l Lé

et (x',y,2). Calculons le produit vectoriel de # et 7 :

ANT=(xT+yj+2R) AN T+y [ +2 k)
-z
3 On peut développer grice a la bilinéarité du produit vectoriel en
-3 éliminant tous les produits d’un vecteur de base par lui-méme :

crossPCl1:;2:;31 [4:5;61>
lalill.] EAD BUTO FUME 47%0

La fonction crossP calcule le produit vectoriel de deux vec-

teurs I'C})I'ésCll[éS c€n ligIlC ou en COl()llIlC.

UND = xy’ 7/\]_"+le 7/\/;+yx/ ]_"/\7+yz’]_"/\,z+zx/ ;A?+zy/ /2/\]

et utiliser les relations :

;|

TNj=—jAT=k 5 JAE=-ENj=T 5 kAT=-TAk=]

d’oli:
UNT= (2 —y2)T+ (' —2'x)j+ () — 'y k
soit, en utilisant la notation des déterminants de 2 vecteurs :

/
z Z

/
X X

/
UNV = 7+ j+ * x, k
y oy

y
zZ ZI

Remarque : Attention au signe de la deuxiéme coordonnée. On passe d’une coordonnée

& la suivante par une permutation circulaire sur les lettres x,y et z.
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APPLICATION 2

Formule du double produit vectoriel
Montrer que pour tous vecteurs i, v, 10 : 0 d —ace

L Girnnnw=| 0 |ale| = | ad
GANDWNwW= (- w)v— V- W) u

ac 0
b a
Il existe une base orthonormale directe dans laquelle G-w)v— @G- w)yi=ad | c| — (bd +ce) | O
les coordonnées de #, 7, sont : 0 0
i=1(a,0,0) 7=(6,c,0) w=(d,ef). —ace

a b 0 B a(c)d
inv=[0]alc] =0
0 0 ac D’ou I'égalité cherchée.

QPaur s'entrainer : ex. 3)

D Produit mixte ou déterminant de trois
vecteurs

4.1 ¢ Définition

L’espace étant orienté, on appelle produit mixte (ou déterminant) des trois
vecteurs #, v, w leréel:

(On peut aussi le noter [#, ¥, 1] ) Det(®, 7, 0) = (i N 7) - @

Remarque : Cette définition dépend de l'orientation choisie dans lespace. Si on avait
choisi Lorientation contraire, on aurait obtenu un produit mixte opposé pour les mémes
vecteurs i, U et .

Notons que Det(#,7,%) = 0 si et seulement si @ est orthogonal & # A 7,
Cest-a-dire si @ appartient 2 un plan contenant # et ¥ : le déterminant de trois
vecteurs est nul si et seulement si ces trois vecteurs sont coplanaires.

4.2 ¢ Interprétation géométrique

Supposons #, 17_) et  non coplanaires. Soit 0,4, B, C quatre points tels que :

DAY - _ 71 7 > O : =02 OD Soi
= 0A, v=0B, w=0C, et D lepointtel que # A v = OD. Soit C; le
projeté orthogonal de C sur la droite (OD) (Doc. 10). On peut alors interpréter
c géométriquement le produit scalaire de # A7 et @ :
G

Det(it, 7,w) = OD - OC;
0 f En valeur absolue, Clest I_Erodult de l'aire d’une face du parallélépipede construit

sur les vecteurs OA OB, OC par la hauteur correspondante; c’est donc le

Doc. 10 Produit mixte. volume de ce parallélépipede.
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Le déterminant de trois vecteurs est in-
variant par une permutation circulaire
de ces trois vecteurs.
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Le signe du déterminant est celui du produit OD - OC;

o positif si @ est du méme c6té que # A ¥ par rapport au plan (#,7) (on dit
dans ce cas, par extension, que la base (#, 7, @) est directe) ;

o négatif si @ est du coté opposé & # A ¥ par rapport au plan (#,7) (on dit
dans ce cas, par extension, q